TENTAMEN I VEKTORANALYS
SI11146 Vektoranalys, HT2024

Torsdagen den 19 december 2024, kI 08.00 — 13.00

Anteckna pa varje blad: Namn, utbildningslinje, arskurs och problemnummer.
Tillatna hjilpmedel: Formelblad som delas ut (ingen rdknedosa).

Examinator: Edwin Langmann (Epost: langmann@kth.se)
Bonuspoidngen fran HT2024 adderas till tentauppgift 1, dock max 6 podng totalt.
Losningar: Kommer att finnas pa kurshemsidan.

Poing: Varje uppgift kan ge 6 poéang.

Motivera utforligt! Otillrackliga motiveringar kan medféra podngavdrag.

Notation: (i) (z,y, z) ar kartesiska koordinater, och r = ze, +ye, + ze, dr ortsvektorn.
(ii) (p, ¢, z) &ar cylinderkoordinater sa att x = pcos(p), y = psin(p). (iii) (r,60,p) ar
sfariska koordinater sa att x = rsin(f) cos(¢), y = rsin(f)sin(p), z = rcos(d). (iv)

A =V -V ér Laplace operatorn. (v) t ar tiden, och 0, = %.

1. (a) Visa att
Vi(uxv)=cu-(Vxv)+cv:(Vxu)

med konstanter ci, ¢o som du skall berdkna (u och v &r deriverbara vektorfilt i

tre dimensioner). (3p).

(b) Beriikna A(r~%e,). Ledning: Kom ihag att Au = grad divu — rot rot u for ett

vektorfalt u i tre dimensioner, r = /22 + 3% + 22, och e, = (z,y, 2)/r. (3p)

2. (a) Visa att
ux (Vxu)=cu-Viu+cVu?)

med konstanter ¢, ca som du skall berdkna (u ar ett deriverbart vektorfilt i tre

dimensioner). (3p)

) Berékna rot(r"e,) dér n > 0 &r en konstant. (3p)

b
a) Berdkna €;;,€x5;, dér €;;; &r komponenterna av epsilon tensorn i tre dimensioner.
2p)

b) A; dr komponenter av ett vektorfilt i ett kartesiskt koordinatsystem i R?
i=1,2,3). Visa att T}; = 0;A; definierar ett tensorfilt av rang 2 (9; = %). (2p)

(
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(
(

c¢) Transformera vektorfiltet u = (z,y, 0) till sfariska koordinater! (2p)

Ledning:
sin(f) cos(yp) cos(f) cos(p) —sin(yp)
e, = | sin(f)sin(p) |, ep=| cos(d)sin(y) |, e,= cos(p)
cos(0) — sin(0) 0



4. (a) Beriikna linjeintegralen ¢, A - dr dir A = (2y,—2,0)/(z* + y*) och C é&r

randen till ellipsen 22 + 2y? < a? i xy-planet z = 0, dir @ > 0 &r en konstant och
tangentrikningen i punkten r = (a, 0,0) &r (0, 1,0). Ledning: V x A = 0 i omradet
2 +y* > 0. (2p)
(b) Lat V vara ett volymen i tre dimensioner med randen OV (dvs., V. C R?,
och OV &r V:s randyta), ¢ ett skalarfalt som &r deriverbart inom V' och lika med
konstanten ¢y > 0 pa 9V, och A ett vektorfilt som uppfyller V x A = ¢ inom V,
dér c ar en konstant vektor. Visa att

/V¢xAdV:cl AXdS+CQC/¢dV
1% v

ov

med konstanter ¢1, co som du skall berdkna (dS &r ytintegrationselementet pa V).
(4p)

5. Berikna den elektriska potentialen ¢ inom det laddningsfria omradet R < /22 + 32 <
2R, z € R om potentialen ¢ vid randytan /22 + y> = R, z € R &r konstant och li-
ka med ¢ > 0, och randvillkoret vid randytan /22 + 42 = 2R, z € Réarn-E = ¢¢,
dér E ar elektriska faltet, n dr normalriktingen till randytan, och ¢ > 0 och R > 0
ar konstanter. Ledning: ¢ beror bara pa \/x? + y2, och foljande ekvationer ar upp-
fyllda inom omradet, E = —V¢ och V - E = 0. Inf6r sjdlv lampliga koordinater!

(6p)

6. Den stationéra temperaturen 7', som enbart beror pa

u:m:\/ 2?2 +y? 4 22 + 2,

satisfierar Laplaces ekvation AT = 0 samt randvillkoren T = Ty > 0 vid u = ug >
0 och T =T, > Ty vid u = 2uy. Anvéind koordinaterna (u, v, ¢) definerade genom

r=uvcos(p), y=uvsin(p), z= §(u2 —0?),

u>0,v>0,0<¢ <2 for att berdkna T" = T'(u), ug < u < 2ug (ug > 0, Ty

och Ty &r konstanter). Borja med att visa att koordinaterna (u, v, @) ar ortogonala,
och berékna skalfaktorerna h,, by, hy,. (6p)

LYCKA TILL!
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NOTE: I typed this in quickly: please let me know by email if you find a mistake.

1. (a)

V- (1,1 X V) = aiGiijjUk = €ijk vk@-uj + €ijk uj&-vk =V- (V X u) —u- (V X V),
~~~ ~~~

€kij —€jik
le,cp=—1,c=1
(b)
div(rie,) = — 0, (hghor=) = ———,(r—2sin(6)) = —2r—"
" hehghy ? r2sin(6) " '
1
grad div(rle,) = grad(~2r~%) = Le,0,(~2r~7) = 10rCey,
te) 1 hger hgeg hge«J 1 gr r(;:g rsirg(&)e@ .
rot(r "e,) = - 9 = A A —
hehohe | g, -1 0 rzsin(0) | Ly 0
ger
A(e,m“*) = 10r%,.
2. (a)

[11 X (V X u)]z = eijkujeklmalum = <5il5jm — (5im5jl)ujalum
= uj(?iuj —ujﬁjui = [%V(uz) — (u . V)U]Z
——

20 (ujuy)
ger ¢ = —1, ¢y = 3.
(b)
e 1 h(ger hgeg hge@ 1 gr raeg rsina(G)ew
rot(r'e,) = —— | 0, h b | = 5= - Op r
L I e e R 0
1
= ————— (e,0p(r" ™" sin(0)) — reg0, (r" ' sin(0))) = e,r" " cot(f)—ep(n+1)r" 1.
2 sin(0)
3. (a)

€ijk€kjl — 5ij5jl - 5il5jj =0y — 30; = —20;.

(b) A; &r komponenter av ett vektorfilt, det betyder att under en koordinattrans-
formion

/
X, — X, = Lijl'j + a,
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dar L = (Lij)?,jzl dr en rotationsmatris och a = (a1, as, ag) ar en konstant vektor,
uppfylls

Detta ger transformationsregeln

0 0 ox;
Ty = 0;A; = T, = 0,A} = 8_1-;@]"’“4'“) = a—xl(ijAk) o1
—_—

L0, Ay (L-1)

= LilekalAk - Lileleka

som &r transformationsregeln fér en tensor av rang 2 (L™' = ((L71Y);)3. ar
1y /)1,5=1
matrisen som &r invers till rotationsmatrisen L = (Lm)? j:l)'

(¢) u=(x,y,0) = (rsin(#) cos(p), rsin(f) sin(p),0) ger
u, = e, - u = rsin®(#) cos?(p) + rsin®(0) sin?(p) = rsin*(9),

ug = e - u = rsin(f) cos(#) cos*(¢) + rsin(f) cos(#) sin*(¢) = rsin(f) cos(8),
U, =€, -u=0.
Svar: u = e, u, + eguy = rsin(f)[sin(f)e, + cos(f)ey].
[Check: (z,y,0) = pe,, som dr OK déarfor att rsin(f) = p och

sin(f)e, + cos(f)ey = e,.

)
. (a) VXA=0for p>0ger

%A~dr:% A -dr
C SE

dir S, #r cirkeln 22 + y? = € med radie € > 0 i zy-planet z = 0 (vi kan inte
anvinda Stokes sats direkt pga att vektorfiltet ar signulért i z-axeln, men Stokes
sats kan anvédndas for att visa att integrationsviigen kan deformeras fran C' till
S. utan att dndra integralen — detaljerna diskuterades under kursens gang, och
uppgiften &r en teorifraga som testar denna kunskap).

Cirkeln S, kan parametriseras med r(s) = (ecos(s), €(sin(s),0)) dar 0 < s < 2,
som ger

SAdr—/A ()ds

_ / (2esin(s), —2ecos(s),0) (—esin(0), ecos(),0)ds = =2 - 2m = —4m.

€2

Svar: —4m. Anmérkning: Svaret 0 ger 0 poéng.
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(b) Indexrikning, produktregeln, och Gauss universalsats ger

[/V V¢><AdV]z:/V@jk(ajﬁb)Ade:/Eijk[aj(chk)—ébajAk}dV

v
av \/T 7 av 14
—€ikj 0 Ci
som ger

/ng % AdV = —gy
\%4

dvs., ¢; = —¢g och ¢y = —1.

Ade—c/qde,
oV v

. Potentialen uppfyller V- E = —A¢ = 0 med randvillkoren (OBS att n =e,)
¢|p=R = ¢07 [ep -E— C¢]p:2R - [_ep : V¢ - C¢]p:2R - [_ap¢ - C¢]p:2R - 07

dér p = /22 +y% och e, = (x,y,0)/p. Ledningen ger ¢ = ¢(p). Detta ger
1
—Ap = ;@(Pé’pdﬁ(f?)) =0

och

¢(R) = do, —¢'(2R) — cp(2R) = 0.
Allménna l6sningen till ODEn ér ¢(p) = ¢1+c2 In(p/R) med integrationskonstanter
¢ och cp. Randvillkoren ger

O(R) =c1 = ¢o, —¢'(2R) —chp(2R) = —c3/(2R) — ¢y + c2In(2)] = 0,

_ co _ Rc .
som ger Ccg = _UQTSIH(Z) = _1+22R—cln(2)¢0 Svar:
2Rc
=g — ——————p1 R).
(p) = o — 11 2Rcln(2)¢0 n(p/R)
uv cos(p)
r= | wvsin(p)
L —v?)
ger

. v cos(p) - ucos(p) v —uv sin(yp)
%: ( vsin(p) ) , %: ( usin(y) ) : 2_80: ( uv cos(ip) ) ,

u — 0
som ger
ogr Or Or Or Or Or
ou Ov  Odu Op v Op
och
or or or
hy = 90 =Vur+v?, h, = E =Vu?+v?, h,= 7% = uv.




Detta visar att koordinaterna &r ortogonala och ger skalfaktorerna. 7' = T'(u) ger

1 1

AT O (w00, T (u)),

som ger Laplaces ekvation
1
—0u(u0,T(u)) =0,
u

lika med Laplaces ekvation i polédra koordinater for funktioner som bara beror pa
p (man kan se det med variabelbytet u — p). Allménna 16sningen &r

T(u) = ¢ + co In(u/ug)

med integrationskonstanter ¢; och ¢o. Randvillkoren ger ¢; = Ty och ¢y + ¢ In(2) =
T;.

Svar: T'(u) =Ty + (Th — To) In(u/ug)/ In(2).



