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DEL I — GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat V vara vektorrummet av komplexa 2 x 2-matriser. Lat L.: V' — V vara operatorn
som definieras av foljande matrismultiplikation:

1 2
o=t 2
Bestam Jordans normalform for L. 4p)
Losningsforslag. Vi viljer standardbasen 5 med
91:{1 0] 82:{0 1] egz{o o} 64:{0 0}‘
0 0|’ 0 0]’ 1 0|’ 01

I denna bas ges L av

[L]s =

OO =
O = O N
— O NN O

0
1
0
0 0

Vi ser att alla egenvirden ér 1, att dim l-<er(L —I) =2ochatt dimker(L — I)? = 4. Alltsa
ar Jordans normalform

SO O
S O = =
O OO
— =0 O

Explicit dr detta matrisen for L i basen

10 0 0 01 0
NN TS TS

2

= O
[

Svar. Den har tva stycken Jordanblock av storlek 2 x 2, bada med egenvirde 1.
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2. Lat V' = CJt] vara vektorrummet av polynom med komplexa koefficienter med inre pro-
dukt

(flg) :/0 F(t)g(t)e ™ dt, foralla f,giV.

Lat L: V — V vara operatorn som ges av L(f) = ¢f’. Bestim den adjungerade opera-
torn L1. (Nér tentamen skrevs var uppgiften for “operatorn” L(f) = f’ pa delrummet W av polynom med
f(0) = 0. Men detta &r inte en operator pa W eftersom f’(0) inte behdver vara 0. Operatorn pd V' som ges
av L(f) = f’ saknar adjunkt.) 4p)

Losningsforslag. For f, g € W har vi att

(L(f)]g) = / P g(t)e" dt

0

= [mtg(t)e‘t}zo - /0 wm(g(t)e‘t +tg'(t)e " —tg(t)e™) dt
= /OOOW)(@ — 1)g(t) —tg'(t))e " dt

ddr vi har anvint partiell integration, att f(0) = 0 och att lim; ., f(¢)tg(t)e”™ = 0 ef-
tersom f(t)tg(t) #r ett polynom. Alltsd &r LT(g) = (¢t — 1)g — tg'.
Med “operatorn” L(f) = f’ ger motsvarande berikningar Lf(g) = g — ¢'.

Svar. Li(g) = (t—1)g — tg’.

1 1
3. Betrakta den komplexa matrisen A = | —i ¢
T

(a) Bestdam singuldrvirdena till A. 2p)

(b) Bestidm hoger- och vinstersingulirvektorer till det storsta singuldrvirdet. 2p)

Losningsforslag.
(a) Vi berdknar

1 = — 1 3
Egenvirdena till ATA ir 2 och 4. Alltsa har A singulirvirdena /2 och 2.

AT:[l v _Z} och ATA:[3 1].

(b) Egenvektorerna till ATA med egenvirdet A = 4 ger hogersingulirvektorer till sin-

guldrviardet o = 2. En sadan egenvektor &r {1} och normerad z = [1/ ﬁ] . Mot-

1 1/\/5

svarande vinster singuldrvektor ges av

1 p | b1 [1/\@] 1/v/2

1/v2| z/(\)/i '

v

Svar.
(a) Singulédrvirdena dr V2 och 2.

1/v2 1/v2
(b) En hoger singulédrvektor till 2 dr och en vinster singuldrvektor dr 0

1/v2 iva)
2
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. (a) Ge ett exempel pa en 3 x 3-sannolikhetsmatris (ej identitetsmatrisen). 1p)
(b) Visa att en sannolikhetsmatris alltid har en egenvektor med egenvirde 1. 1p)

(c) Antag att A ir en sannolikhetsmatris sidan att alla element i matrisen A? #r positiva.
Vad kan vi da siga om egenviarden med absolutbelopp 1 och deras algebraiska multi-
pliciteter? 1p)

Losningsforslag.
(a) Elementen i en sannolikhetsmatris ska vara icke-negativa och elementen i varje ko-
lumn ska summera till 1. Till exempel:

0.3 0.5 0.2
0 03 0.5
0.7 0.2 0.3

(b) Om A ér en sannolikhetsmatris sa ar

11 - A=t 1 - 1].
Alltsa ar
1 1
AT 1 _ 1
] L

dvs vi har en egenvektor med egenviirde 1 till A”. Eftersom egenvirdena till A och
AT sammanfaller, sa ir 1 ocks3 ett egenviirde till A.

(c) Eftersom A? har positiva element, dvs A ir reguljir, sa siger Perron—Frobenius sats
att det enda egenvirdet med absolutbelopp 1 dr A = 1 (som ir ett egenvirde enligt
(b)). Vidare sédger satsen att detta egenvirde har algebraisk multiplicitet 1.

Vi kan ocksa formulera det som att det finns en unik stokastisk egenvektor med
egenvirde av absolutbelopp 1 och denna vektor har egenvirde 1.
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5. Lat V vara ett dndligtdimensionellt vektorrum och L: V' — V en operator.
(a) Vad innebiér det att V' ér en inre direkt summa av tva delrum V; och 15? (1p)
(b) Visaatt V' ir en inre direkt summa av ker L och im L om L &r diagonaliserbar. (1 p)
(c) Ge exempel pa V och L sa att V inte &r en inre direkt summa av ker L och im L.
(Tips: viilj till exempel L sa att im L C ker L.) 1p)

Losningsforslag.
(a) AttV idren inre direkt summa av 1/ och V5, innebdér att varje vektor v i V' kan skrivas
unikt som en summa v = vy + v, med v; € V;. Ekvivalent kan varje vektor skrivas
somv =v; +vp0och VNV, =0.

(b) Vilj en bas ey, €9, ..., e, for V som diagonaliserar operatorn L. Lat \; vara mot-
svarande egenvirden sa att matrisen for L dr diag(Aq, Ao, ..., A,). Lat Wy C V vara
delrummet som spinns upp av de basvektorer ¢; med A; = 0. Lat W/ C V vara del-
rummet som spanns upp av de dvriga basvektorerna, dvs de e; med \; # 0. Da ar V'
den inre direkta summan av W, och W’.

Vi observerar nu att kirnan ker L dr egenrummet for egenvirdet 0, dvs W,,. Vidare ar
bilden im L lika med delrummet WW’. For att se det senare, notera att om \; # 0 sa &r
L(\;'e;) = e; s W’ Cim L och im L C W’ eftersom

L(Z aiei) = Zamiei = Z(al)\l)el
Z' A0

(c) Vikan ta V = C? och operatorn L som ges av matrisen A = {8 (1)} For denna
operator dr ker L = im L spannet av forsta basvektorn. Alltsa &r inte V' den inre

direkta summan av kidrnan och bilden.

6. Lat V vara ett andligtdimensionellt komplext inre-produktrum. En skevhermitesk operator

L:V — V iren operator sidan att LT = — L.
(a) Visa att alla egenvérden till en skevhermitesk operator &r rent imaginéra. 1p)
(b) Kursboken visar att Hermiteska, dvs sjdlvadjungerade, operatorer dr diagonaliserbara.
Anvind detta for att visa att skevhermiteska operatorer dr diagonaliserbara. 1p)
Losningsforslag.

(a) Lat \ vara ett egenvérde till L med egenvektor £. Da dr

(€, L(€)) = & A&) = Al

och eftersom L ar skevhermitesk ar detta lika med

(—L(€),€) = (=X, &) = —Al[&]l.

Eftersom ||£]| # O #r alltsd A\ = — )\, dvs \ ir rent imagindrt.

(b) Operatorn iL dr Hermitesk eftersom (iL)" = LT = (—i)(—L) = iL. Alltsd dr iL
diagonaliserbar. Om & &r en egenvektor till L med egenvirde A € R sa dr L(§) =
—i - (iL)(€) = —iX. Alltsa dr € dven en egenvektor till L med egenviarde —i\. En
bas bestaende av egenvektorer till 7L (vilket finns eftersom ¢ L dr diagonaliserbar) ger
alltsd en samtidig diagonalisering av bade L och i L.
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DEL III — AVANCERADE PROBLEM

7. Betrakta Hilbertrummet ¢5(C) av oéndliga foljder a = (ag,ay,...) av komplexa tal
sidana att ) |a;|* < oo med den inre produkten (alb) = »°° @;b;. Lat L vara
operatorn pa ¢5(C) som tar foljden (ag, aq, . .. ) pa foljden (by, by, ... ) ddr

1
bj = §(aj,1 +ajy1) (med konventionen att a_; = 0).

(a) Ar L unitir? (1p)

(b) Ar L sjilvadjungerad? 1p)

(c) Visaatt L(a) verkligen tillhor /5(C) om a gor det. (1 p)

(d) Bestdm kérnan till L. 2p)
Losningsforslag.

(a) Nej, L ir inte unitdr eftersom om a = (1,0,0,...) sd dr ||al| = 1 medan || L(a)|| = 1.

(b) L ir sjdlvadjungerad precis nir (L(a)|b) = (a|L(b)) for alla vektorer a,b € ¢5(C).
Det ricker att verifiera detta pa Hilbertbasen e; = (0,0,...,0,1,0,...). Vi har att
(med konventionen e_; = 0):

1 1
(L(ei)le;) = <§(ez‘—1 +eiy1)le;) = 5 (0i-1,5 + it15)

1 1
(ei| L(ej)) = <§(ez’|ej71 +eji1)) = 3 (6ij—1 + dij1)

vilka &r lika och alltsa &r L sjdlvadjungerad. Alternativt kan vi helt enkelt skriva ner
matrisen for L i basen e; och se att den dr Hermitesk.

(c) Vi behover visa att serien

o oo 1
S =>" M@+ aj)?
=0 =0

konvergerar. Men enligt triangelolikheten ar
[(@j—1 + aj0)|* < (Jaja| + laj)* < 3 (laj—* +lajal?)

dir vi ocksa anvint att 2 |z| - |y| < 2max{|z|*, [y|*} < 2(|z|* + |y|?). Alltsa ér

D 1bi* < Slaol® + 52 |a;]* < o0,
=0 =1

Alternativt kan vi anvinda att {5 (C) &r ett vektorrum och att (aq, as, . .. ) och (0, ag, ay, . . .

ar vektorer i £5(C).
(d) Kérnan ges av de foljder ag, a1, ... sadana att by = b; = --- = 0. Detta ger ekvatio-
nerna a; =0
apg+as =0
a1 +az3 =0
Av ekvationerna med udda index far vi att 0 = a; = a3 = a5 = ... och ur de med
jamna index far vi ag = —ag = a4 = —ag = . ... Men eftersom

lall = " la;* = laol* + 0 + |ao|” + 0 + |ao|* + ...
§=0

sa finns inga konvergenta I6sningar. Alltsa dr kédrnan trivial.
5
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Svar.
(a) Nej, inte unitdr.
(b) Ja, sjdlvadjungerad.
(c) Se losning.
(d) ker L = 0.

8. Betrakta foljande stokastiska process i diskret tid. Tillstanden ges av Zz = {0, 1,2}, dvs
heltalen modulo 3, och om tillstandet vid tiden t dr n € Zs sa ér tillstandet vid tiden ¢ + 1
e n? € 73 med sannolikheten 1 — 2a,
e n? — 1 € Z3 med sannolikheten o, och
e n? + 1 € Z3 med sannolikheten «,
dir a € [0, %] ar en konstant. Modellera detta som en Markovkedja. Avgor for vilka o
som processen konvergerar mot en sannolikhetsfordelning som inte beror pa tillstandet
vid tiden ¢ = 0. Bestdm den stationéra sannolikhetsfordelningen for dessa a. Sp

Losningsforslag. Eftersom 0> = 0, 12 = 1 och 22 = 1 i Z3 si beskrivs Markovkedjan av
den stokastiska matrisen

1 -2« « «
A= ! 1—-2a 1-2«a
o o «
Om 0 < a < I si dr matrisen A positiv. Om o = % s& dr inte A positiv men A3 ir

2
positiv. Alltsa dr A reguljar om o > 0 och Perron—Frobenius sats sdger att processen

konvergerar mot sannolikhetsfordelningen som ges av den unika stokastiska egenvektorn
med egenvirde 1. Vi loser darfor (A — 1)z = 0O:

—2a  « o 0 —3a 2-3« a 0 —%
A-T=| a —-2a 1-2a|~|a —2a 1-2a|~ |0 « a—%
« a a—1 0 3a 3a-2 0 0 0
vilket ger den stokastiska egenvektorn
1
3
2
3 «
o

och alltsa den stationidra sannolikhetsférdelningen x = (%, % —a,q).

Om istillet o = 0 far vi den stokastiska matrisen:
1 00
A=1(0 1 1
000

Vi noterar att A> = A sa processen konvergerar redan efter en iteration. Dock sa beror
processen pa starttillstandet: borjar vi pa 0 sé forblir vi pa 0 med 100% sannolikhet. Borjar
vi pa 1 eller 2 hamnar vi med 100% sannolikhet pa 1.

wirN

Svar. Om « > 0 konvergerar processen mot den stationdra sannolikhetfoérdelningen (%,
a, ). Om o = 0 konvergerar processen men beror pa starttillstandet.
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9. Lat V och W vara vektorrum av dimension m och n dver en kropp K. Lat

P={vew:veViweW }CVeW

vara de dekomposerbara (dven kallade rena) tensorerna.
(a) For vilkam och n ir P =V ® W? Ar svaret samma for alla kroppar K? 3p
(b) Om K = Z,, dr heltalen modulo p for ett primtal p, hur minga element har P? (3 p)

Losningsforslag. Late;,e,,..., e, ochf, {5, ... f, varabaser for V och W.
(a) Omm,n > 2 sahar vi tensorn e; ®f; +e,®f;. Om denna tensor vore dekomposerbar

skulle vi kunna hitta skalérer a1, as, . .., a,, och by, b, ..., b, sadana att

(S31 ®f1 +82®f2 Zalez Zb f Zazbj(el®fj)
i3

%

Eftersom {e; ® f;}, ; dr en bas, ger detta att a1by = 1, agbs = 1, a1by = 0, agb; = 0
vilket saknar 16sningar eftersom de forsta tva ekvationerna ger att a,, as, by, by ar noll-
skilda. Detta argument fungerar for alla kroppar K.
Om ddremot m = 1 sd kan varje tensor skrivas som

Zalj(el X fj) = € X (Z aljfj)
J J

och analogtomn =1.0mm =0ellern =0sadarV @ W = 0.

(b) Latv = > .ae; € Vochw = Zj b;f; € W. Eftersom vi kan vilja varje a; och b;

Svar.

pé p olika sétt sa finns det p™ och p" siitt att vilja v och w pa. Latv' = ), ale; och
w' = bf; vara tvd andra vektorer.

Antag forst att v # 0 och w # 0. D4 finns index ¢ och j, sd att a;, # 0 och b, # 0.
Antag nu vidare att v ® w = v’ ® w'. D4 dr a;b; = a;b; for alla 4, j och ddrmed
a; b, # 0. Om vi liter A = a; /a;, sé har vi att b, /bj, = 1/\. For alla i och j géller

20 " Jo

da
b,
a *szfo = \g;
1
V= by — b

Alltsa dr v' = lv och v’ = %w for nagon skaldr A # 0. Eftersom v, 2v,3v, ..., (p —
1)v alla #r olika &r det alltsa precis p — 1 olika par (v, w), (2v, 27 w), (3v, 37 w), ...,
((p—1)v, (p— 1)~ 'w) som ger samma tensor v ® w. Detta ger w# stycken
tensorer.

Om istillet v = 0 eller w = 0 sa dr v @ w = 0. Detta ger en tensor. Sammanlagt har vi
alltsa W;})# + 1 dekomposerbara tensorer. (Totalt finns det p™" tensorer vilket
ar lika med antalet dekomposerbara tensorer precis niar m < 1ellern < 1.)

(a) Alla tensorer dr dekomposerbara precis nir m < 1 eller n < 1 oavsett kroppen K.
(b) Det finns (p"_lp)_# + 1 stycken dekomposerbara tensorer.



