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DEL I — GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat V = Clz| vara vektorrummet av polynom med komplexa koefficienter. Definiera
L:V — V genom L(p(z)) = p(x+ 1) + p(x — 1) for alla p(x) € V. Visa att L dr linjar
och bestidm en bas for kirnan ker(L) och en bas for bildrummet im(L).

4p)

Losningsforslag. Viharatt L(p(z)+q(z)) = (p(x+1)+q(z+1))+ (p(x—1)+q(z—1)) =
ple+1)+pl@—1)+q(x+1)+q(—1) = Lip (96)) + L(g(z)) for alla p(z), () iV
och L(ap(z)) = ap(x + 1) + ap(xr — 1) = a(p(z + 1) + p(z — 1)) = aL(p(z)), for alla
a € Cochallap(z)iV. Alltséd ér L linjér.

Vi ser pa ett polynom p(x) = a,2"™ + a,_ 12" ' + - - + ag dir a,, # 0. D4 4r

= Z apL(z*) = Z ap(z + 1)* + ap(x — 1)* = 2a,2™ + termer av ligre grad.
k=0
Alltsé kan bara L(p(z)) = 0 om alla koefficienter i p(x) dr noll, dvs om p(z) &r nollpoly-
nomet. Alltsa dr L injektiv och kirnan &r ker(L) = {0}. For att visa att L dr surjektiv och
im(L) = V kan vi anvidnda induktion. Basfallet &r att L(1/2) = 1. Antag per induktion
att 1,z ..., 2" ! ligger i bildrummet till L. Vi tar nu och beriknar
L(z"/2) =(x+1)"/2+ (x —1)"/2 = 2" + p(x)
ddr p(z) har grad ldgre dn n. Per induktion &r p(z) € im(L) och didrmed ar 2" =
L(1/22™) — p(z) € im(L).
Ett alternativ till induktion &r att se att varje polynom p(z) ligger i ett indligdimensionellt
delrum P, av polynom av grad hogst n. Eftersom L avbildar polynom av grad n pa poly-
nom av grad n dr restriktionen av L till P, en linjédr operator som enligt tidigare &r injektiv.

Dirmed ér den ocksa surjektiv pa P,.
2

En bas for kiirnan dr tomma méngden och {1, x,z*, ..., } &r en bas for bildrummet.

Svar. En bas for kiirnan ér tomma méingden och {1, z, 22, ..., } ir en bas for bildrummet.
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2. Lat
Ll sl DA Al <l )

(a) Avgor vilka av matriserna i S som dr Hermiteska och bestdm egenvirdena for ndgon

av dessa.
2p)
(b) Avgor vilka av matriserna i .S som dr unitdra och bestam egenvirdena for nagon av
dessa.
2p)
Losningsforslag.

(a) En matris A dr Hermitesk om AT = A. Det betyder att realdelen ir symmetrisk
och imagindrdelen 4r skevsymmetrisk. Endast de tva sista matriserna uppfyller det-
ta. Egenvirdena &r reella. For den forsta av de tva har vi att determinanten ar 0
och sparet dr V2. Alltsd &r egenvirdena 0 och \/2. For den andra ir determinan-
ten (1/v/3)%(—1 — 2) = (1/3)(—3) = —1 och spéret #r 0. Dirmed 4r egenvidena
+1.

(b) For att en matris ska vara unitir maste kolonnerna utgora en ortonormal bas. Alla
kolonnvektorer har lingd 1, sa det ricker att kontrollera om de &r ortogonala mot

varandra. Vi far
v |1 . . —i| |1 , . :
MY = cotimo (3] []) = 1e1i-aiz0
vilket visar att den forsta och den tredje dr unitdra men inte den andra och fjirde. For
den femte ser vi att
{1 +i

Qe []) =100 cu=o

vilket visar att den femte ocksa &r unitdr. Den forsta matrisen har determinant —1
och spr iv/2 vilket ger egenvirdena i/v/2 + 1/1/2 = (+1 + i) /v/2. For den tredje
matrisen har vi determinant 1 och spar /2 vilket ger egenvirdena 1/v/2 + z\/m =
(1414)/V2.

Svar.
(a) De tva sista dr Hermiteska och egenvirdena #r 0 och v/2 respektive +1.
(b) Den forsta, tredje och femte #r unitira. Egenvirdena ar (+1 + 1) /v/2, (1 & i)/v/2,
respektive +-1.
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3. Bestdm det storsta singuldrvéardet och motsvarande hdger- och vinstersingulédra vektorer
som hor till matrisen

4 p)

Losningsforslag. Singulirvirdena ér kvadratrotterna till egenvirdena av AT A och AAT. Vi

far att
1 2
T, |1 2 2 |19 4
AA_[22—1 3_21_49

vars karakteristiska ekvation ér 22 — 18z + 65 = 0, vilket ger v = 9 4+ /81 — 65 = 9 + 4.
Det storsta egenvirdet dr 13. Alltsa dr det storsta singuldrvirdet o; = v/13. Motsvarande
egenvektor till AT A dr [1 1} " Normerar vi den far vi den hoger-singuldra vektorn

=l

som dr motsvarande vinstersinguléra vektor.

Svar. Det storsta singuldrvirdet dr v/13 och motsvarande singuldrvektorer drz = (1/v/2) [1 1] g
respektive y = (1/1/26) [3 4 1}T.
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. (a) Definiera begreppet inre direkt summa av delrum.
(1p)
(b) Visa att om W ér ett delrum av V' sa finns ett delrum U sa att U & W = V som en
inre direkt summa i fallet da dim V' < oc.
(1p)
(c) Visaattom V = U & W som inre direkt summa av delrum sa ar V/U = W.

(2 p)

Losningsforslag.

(@) V =U @& W i#r en direkt summa av delrummen U och W om varje vektori V' pa ett
unikt sétt kan skrivas som en summa av en vektor fran U och en vektor fran W.

(b) Om dim V' = n och dim W = m kan vi vilja en bas {ey, ..., e, } for W och utvidga
den till en bas for V' genom att ldgga till vektorer {€,, 11, €m2, - - -, €, }. FOr att se det
kan vi anvédnda induktion. Vi ldgger till en vektor i taget sa att méngden fortfarande dr
linjédrt oberoende. Om det inte gar maste alla vektorer i V' vara linjarkombinationer av
de vektorer viredan har. Nuhar viatt V- = WU dir U = Span{e,, 1, €mi2, - - -, €n}-

(c) Om V = U @& W kan vi bilda en linjér avbildning L: V' — W genom L(z+vy) =«
om z € U ochy € W. Detta gér eftersom alla element i V' kan skrivas pa ett unikt
sitt som x + y pa det viset. Nu dr L(z + y) = 0 om och endast om = = 0, dvs om
r+y € W. Alltsa dr ker(L) = W och enligt isomorfisatsen dr V/U = V/ker(L) =
V/W.
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5. (a) Ge definitionen av en inre produkt pa ett komplext vektorrum.
(1p)
(b) Vad ir det som gor att C°([0, 1], C), rummet av kontinuerliga komplexvirda funktig—
ner pa enhetsintervallet, med den inre produkten som ges av (f|g) = fol Flt)g(t)dt
inte @r ett Hilbertrum?
(1p)
(c) Bevisa att en inre produkt pa ett komplext vektorrum dr unikt bestimd av normen.

(2p)

Losningsforslag.
(a) En inre produkt (-|-) dr en seskvilinjdr konjugatsymmetrisk positivt defninit form, dvs
en funktion (-|-): V' x V' — C som uppfyller

() (z|y1 +y2) = (zlyr) + (z(y2)

(i) (z|ay) = alz|ay)

(ili) (21 + z2ly) = (21]y) + (v2|y)

(iv) (axly) = afz|y)

V) (zly) = (yl)

(vi) (z|z) > 0om x # 0.

(b) Rummet ir inte fullstidndigt i och med att det finns foljder av kontinuerliga funktio-
ner som konvergerar mot en icke-kontinuerlig funktion, exempelvis en stegfunktion.
(fulx)==1,0<2<1/2—1/n, fu(z) =n(x—1/2),1/2—1/n < x < 1/2+1/n,
falx)=1,1/241<2<1)

(c) Vi kan éterfa den inre produkten (x|y) frin normerna av x + y, © — y, x + iy och
T — 1y genom att

|z +yl* = (zfz) + (2ly) + (ylo) + (Yl

|z —yllP = (zlz) — (zly) — (yl) + (yly)

|z +ayl* = (zfz) + izly) — i{yle) + (yly)

o —ayll? = (zz) — d(zly) + i{yle) + (yly)
vilket ger

4+ yl* = |z =yl — illz + iyl* + illz — iy|* = 4(=]y)

och
_ e+ ylPP = lle = yl? —dllz + iyl]® + il — dy]?
1 .

(z]y)



SF1681 Linjar algebra, fk Losningsforslag till tentamen 2019-04-17

DEL III — AVANCERADE PROBLEM

6. Lat L: C?> — C? vara den linjira avbildning som ges av matrisen
2 -1
A= {1 . ] |
med avseende pa standardbasen. Visa att cos(¢ L) 4r en vildefinierad operator pa C? for alla
komplexa tal ¢ och bestim matrisen for denna operator med avseende pa standardbasen.

(4p)

Losningsforslag. Eftersom elementen i (£A)" vixer hogst exponentiellt med n kommer po-
tensserien exp(tA) = > - (tA)"/n! att konvergera for alla ¢ och dérmed &r detta matri-

sen for operatorn exp(tL). I detta fall har vi att (A — I)? = 0 vilket ger att

A”:(I+A—])”:I”+(T)]"‘l(A—I)+O=I+n(A—])

och
(A Kt +n(A-1T =t = nt"
explt) = 3 = S FEETAE I 1S D - n Y
n=0 n= ’ n=0 n=0 '

_ 7.t ¢ (1 0f 4 1 -1 _ |+t —te!
=Je —|—(A—[)t€ = l:O 11 +|:1 1:|t€ —|: tet (1—t)et .

Diérmed kan vi ocksé beridkna cos(tA) = (exp(itA) 4+ exp(—itA))/2 och far

L (A +at)e™ —ite” (1 —idt)e ™ ite "

cos(tA) = 2 { ite’ (1 —dt)e” ] 3 l —ite™™ (1 +it)e ™

_|cos(t) — tsin(?) t sin(t)

- —tsin(t) cos(t) + tsin(t)
vilket dr matrisen for operatorn cos(¢L). Vi kan kontrollera rikningarna genom att se att
d_2 (t4) = |~ [— cos(t) + tsin(t) — 2 cos(t) 2 cos(t) — tsin(t)
a2 °° | —2cos(t) +tsin(t) —cos(t) + 2 cos(t) — tsin(t)
[—3cos(t) +tsin(t)) 2cos(t) — tsin(t)
| —2cos(t) +tsin(t) cos(t) —tsin(t)
[—3 2] [cos(t) — tsin(t) t sin(t)
21 —tsin(t) cos(t) + tsin(t)

} = —A%cos(tA)

Svar. cos(tA) = {COS@ —tsin(t)  tsin(l) }

—tsin(t) cos(t) + tsin(t)
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7. Lat V' = Clx] och definiera L: V' — V' genom
L(p(x)) = p(z) + p(&x) + p(§’x), Vp(z) €V,
dir £ = ¢¥7/3, Visa att L har tvd egenvirden \; och \y sd att V = Ey, @ E),.
(4p)
Losningsforslag. Vi ser hur det gar med basvektorerna " forn = 0,1,2.. ..
L(z") = 2" + (€2)" + (%2)" = (1 + & + &)a"
Viharatt £3 = 1,58 3F = 1 for alla heltal k. Niarn = 3k far vi att 1+&3F +£5F = 14141,
Omn = 3k + 1 far vi

1+§3k+1+€6k+2:1+5+§220
och nir n = 3k + 2 far vi
1+53k+2+§6k+4:1+€2_‘_§:0.

eftersom & = ¢¥™/3 = —1/2 + i/3/2 ir en 16sning till 22 + 2 + 1 = 0.

Dirmed far vi att L(2™) = 32" om n = 3k och noll om n = 3k + 1 eller 3k + 2. Vi har
ddrmed egenrummet F3 = Span{l, 23 25 ...} och Ey = Span{x,2? z* 2% ...} och
V = Ey @ Ej5 eftersom alla basvektorer 2™ ligger i nagot av dessa tva egenrum.

Svar. V = Ey @ Es dir Ey = Span{z®**! 23+2 k > 0} och E3 = Span{«%*, k > 0}.

=[5

8. Bestam A%°1? d3

har koefficienter i Z.
4 p)

Losningsforslag. Vi ser pa det karakteristiska polynomet p4 (z) = x®+x + 3. Detta har inga
rotter vilket vi kan se genom att sitta in alla sju mojliga virden pa x i Z;. Vifar p4(0) = 3,
pA(l) =5, pA(Q) = 2, pA(?)) =1, pA(4) = 2, pA(5) =5, pA(6) = 3. Alltsa kommer
potenserna av A ligga i en kropp med 72 = 49 element. Det betyder att A*® = I och om
vi beriknar resten av 2019 vid division med 48 fér vi 3. Alltsa dr A?°'% = A3, Vi beriiknar

R I i A K ey e

-3 -2
2019 __
Svar. A = { 9 3 }
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9. Bestam alla unitéra stokastiska matriser (sannolikhetsmatriser) och avgér om de bildar en
grupp under matrismultiplikation.

4 p)

Losningsforslag. Om vi har en unitér stokastisk matris har vi att varje kolonn har element
som uppfyller att 0 < z; < 1, fori = 1,2, ..., n och dessutom att 22 + 3+ --- + 22 = 1
ochzy + 29+ -+ z, = 1. Ddrmed ar

O=1-1= (@ +x2+ - +z,)° — (2] + 25+ +22) =2 Z ;%
1<i<j<n

Eftersom alla z; dr icke-negativa maste alla produkter vara 0, vilket ger att alla z; utom
en maste vara noll. Den sista maste vara ett. Alltsa dr varje kolonn en standardbasvektor.
Eftersom matrisen ska vara inverterbar maste det vara en permutation av alla n standard-
basvektorer.

Produkten av tva sadana matriser dr pa nytt en sadan matris och de ir alla inverterbara
med inverser pa samma form. Alltsa bildar de en grupp under matrismultiplikation.



