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DEL I — BASALA PROBLEM

1. Latk = {0,1,a,1 + a} vara kroppen med fyra element.

(a) Skriv upp additions- och multiplikationstabellerna for k. 2p)

(b) Bestdm en matris A med koefficienter i Z, sadan att k kan representaras av matriserna

{0, 1, A, A+ T} (2 p)
Losningsforslag.

(a) Eftersom 4 = 22 maéste vi ha att k #r ett vektorrum 6ver Z, och dirmed 1 + 1 = 0.
Detta ger additionstabellen

+ | 0 1 a a+1
0 0 1 a a+1
1 1 0 a—+1 a
a a a+1 0 1
a+1l|a+1 a 1 0

Eftersom a # 0 dr a inverterbar inversen kan inte vara 0 eller 1, varfor vi maste har
a®> = lellera(a+1) = 1.0ma* = 1farvi (a + 1)> = a®* + 1 = 0, som inte
stimmer eftersom a + 1 ocksa ska vara inverterbara. Alltsa dr a(a+ 1) = 1 och vi far
a’ = a+ 1 och (a + 1)? = a. Multiplikationstabellen blir dirmed

0 1 a a+1

0 0 0 0 0
1 0 0 a a+1
a 0 a a+1 1
a+1|0 a+1 1 a

(b) Vi behdver en matris A som uppfyller A2 = A + I och didrmed kan vi ta nigon av

matriserna
0 1 1 11
11 T 1o

Eftersom bada dessa har 2% +x + 1 som minimalpolynom kommer K = {0, 1, A, A+
I'} att vara isomorf med k.

Svar.
(a) Additions- och multiplikationstabellerna ges av
+ ‘ 0 1 a a+1 . ‘ 0 1 a a—+1
0 0 1 a a+1 0 [0 O 0 0
1 1 0 a+1 a och 1 0 O a a+1
a a a+1 0 1 a |0 a a+1 1
a+1lja+1 a 1 0 a+1]0 a+1 1 a

(b) Matrisen A kan viljas bland { [(1) ﬂ , E (1)] }

1
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2. Lat V = Ps vara polynom i x av grad hogst 5 med komplexa koefficienter. Definiera
produkten av polynom i V' som den vanliga produkten, men dér vi bortser fran termer som
har grad 6 eller hogre 1 produkten. Operatorn L: V' — V' definieras av multiplikation
med polynomet z° — z% + 3.

(a) Bestdm en bas for kidrnan ker(L). 2p
(b) Bestdm en bas for bildrummet im(L). 2p)
Losningsforslag.
(a) Om vi viljer basen {1, z, 2%, 23, 2% 25} for V far L matrisen
[0 0 0 0 0 O
0 0O 00 0O
0 0O 00 0O
1 0O 0 0 00
-1 1 0000
|1 -1 1 0 0 0

De tre forsta kolonnerna &r linjiart oberoende och de tre sista dr noll. Det innebéar
att kdrnan ker(L) ges av delrummet som spinns upp av de tre sista basvektorerna,
{23, 2%, 25},

(b) Eftersom de tre forsta kolonnerna i matrisen &r linjért oberoende och spanner upp ko-
lonnrummet har vi att bilderna av de tre forsta basvektorerna utgor en bas for bildrum-
met. Vi kan utfora kolonnoperationer som 6verfor dessa pa de tre sista basvektorerna
basvektorerna, {z3, z%, 5} som dirmed utgor en bas for bildrummet.

Observera att vi kan se att L? = 0 eftersom (z® — z* + 2°)> = 01 V och didrmed
ar im(L) C ker(L). Eftersom dimker(L) = 3 har vi enligt dimensionssatsen att
dimim(L) = dimV — dimker(L) = 6 — 3 = 3. Alltsa dr im(L) = ker(L).

Svar.
(a) {23, 2%, 25} dr en bas for ker(L).
(b) {x3, 2% 2°} dr en bas for im(L).
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3. Bestdm singuldrviarden och singulédrvektorer till matriserna
1 1 1 4
A= [z 1] och B = {—i 1] :

Losningsforslag. Vi beriknar ATA och AAT och far

S A R I o ISR

Dirmed #r bada singuldrvirdena /2. Vi kan vilja standarbasen for de hogersingulira

vektorerna och far
5l o 5l
V2 [t V2 [1

som motsvarande vénstersinguldra vekterer.

Eftersom B dr Hermitesk har den en ortogonal bas av egenvektorer och didrmed é&r
dessa egenvektorer singulidrvektorer med belopppen av motsvarande egenvirden som sin-
gulérvirden. Det karaktiristiska polynomet dr pp(z) = 2* — TrBx + det(B) = 2* — 2x.
Alltsa dr egenvirdena 0 och 2 med egenvektorer som ges av

ker {_12 i] = Span { [_12] } respektive  ker [:1 _Zl} = Span { [i] }

Svar. Singulirvirdena till A dr /2 och v/2 med singulirvektorer som ges av t.ex. { [(1)] , [0] }

4 p)

1
1

. . 1
till hdger och {75 L

] , \/% {ﬂ } till vénster. Singulédrvérdena till B &r 2 och 0 med sam-

)

ma singulédrvekterer, {% [_12] , \/Li {ﬂ } till hoger som till vénster.
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. Betrakta operatorer L pa ett dndligdimensionellt vektorrum V.

(a) Definiera begreppen minimalpolynom och karaktdristiskt polynom. (1p)
(b) Ge ett par belysande exempel pa klasser av operatorer ddar minimalpolynomet inte &r
lika med det karaktiristiska polyomet. 1p)
(c) Visa att alla egenvirden till en operator maste vara nollstédllen bade till minimalpoly-
nomet och till det karaktéristiska polynomet. 1p)
(d) Vad sidger Cayley-Hamiltons sats och vad kan man dra for slutsats fran den om rela-
tionen mellan minimalpolynomet och det karaktéristiska polynomet? 1p)
Losningsforslag.

(a) Minimalpolynonomet #r det moniska polynom av ldgsta grad som uppfyller ¢(L) =
0. Det karaktiristiska polynomet ges av pr,(x) = det(z] — L) = det(xzl — A), dir A
ar matrisen for L med avseende pa nagon bas.

(b) For speglingar giller alltid att L? = I, s& det karaktiristiska polynomet ges av 2% — 1.
Det karaktéristiska polynomet har grad n om L &r en spegling i ett n-dimensionellt
inre produktrum.

Nilpotenta avbildningar har minimalpolynom z™ for nagot m. Om L inte dr en nilpo-
tent operator pa ett n-dimensionellt rum dr det karaktéristiska polynomet x”. Dessa
ar bara lika om Jordanformen for L bara innehéller ett block.

(¢) Om g (L) = 0och Lv = v fér vi 0 = g1 (L)v = q(A)v. Eftersom v # 0 om det ir
en egenvektor maste g, (\) = 0.

Vi har ocksa att Lv = Av dr detsamma som att (L — A\ )v = 0 och eftersom v # 0
maste det(L — A) = 0, dvs pr(A) = 0.

(d) Cayley-Hamiltons sats siger att p (L) = 0 dér py (z) &r det karaktéristiska polynomet
for L. Det innebir att py () maste vara delbart med minmalpolynomet ¢y, (z) eftersom
division med ¢, (x) ger

pr(r) = s(x)qu(x) +r(z)
dir r(z) = 0 eller degr(x) < degqx). Eftersom 0 = p(L) = s(L)qr(L) + r(L)

far vi (L) = 0 som ger att r(x) = 0 pa grund av att ¢z (x) har ldgsta mojliga grad
bland polynom som ér noll pa L.
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5. Lat V och W vara dndligdimensionella vektorrum.
(a) Definiera tensorprodukten V' @ W. (1p)
(b) Visaatt dimV ®@ W = (dim V) (dim W). (1 p)
(c) Visa att det det finns en naturlig bilinjir avbildning ®: V xW — VQW. 1p)
(d) Tensorprodukten V' @ W har tillsammans med den bilinjdra avbildningen fran del
(c) en universell egenskap med avseende pa bilinjdara avbildningar V' x W — U,
nidmligen att alla sadana faktoriserar pa ett entydigt sitt via ¢. Forklara vad detta
innebér och skissera ett bevis for att detta giller. 1p)

Losningsforslag.
(a) Vi kan definiera
VoW ={f:V*xW" — Ek|f dr bilinjdr}

dir V* och W* ér de duala rummen till V' respektive W.
(b) Forbaser {ej, €2, ..., ey} for Voch {fi, fo,..., f,} for W kan vi definierae; ® f; €
V @ W genom

(es @ fi)(0, 1) = d(es)v(f;), V(g,0) e VF x W™,

Varje element i V' @ W kan nu skrivas pa ett unikt sétt som

f= Zzaijei ® f;
i=1 j=1
med a;; = f(ef, f;) dir {e], e5,...,e5,} och {ff, f5,..., fr} dr de duala baserna.
Alltsa har V' @ W en bas som bestar av mn = (dim V')(dim W) element.

(c) Vi kan definiera ®: V x W — V @ W genom ®(x,y)(¢p,v) = ¢(z)y(y). Detta
ger for varje (x, y) en bilinkdr form pa V* x W* och om vi fixerar y dr den linjir i
eftersom ¢ &r linjdr och om vi fixerar x dr den linjér i y eftersom 1) &r linjér. Ett annat
sdtt att definiera samma bilinjdra avbildning dr genom

cb(l’,y) =0 (Z a;€;, Z bjfj> = Z Zaibjei X fj‘
j=1

i=1 i=1 j=1
(d) Den universella egenskapen innebér att om W: V' x W — U finns en bilinjér av-
bildning, sa finns en entydig linjdr avbildning L: V@ W — U sdaatt W = Lo ®. Vi
kan bevisa det genom att definiera
L(e; ® f;) = Ve, f;), I1<i<m,1<j<n.

Denna ir vildefiniered eftersom {e; ® f;, e, ® f,,} utgor en bas for V @ W. Den
uppfyller att ¥ = L o ® eftersom

U (Z a;€;, Z bjfj) = Z Z aibj\ll(eifj) = Z Z aibjL(eZ- & f])
i=1 j=1

i=1 j=1 i=1 j=1
=L (Z Zaibjei ® f;) =L ((P (Z a;e;, Z bjfj>>
=1 j=1 i=1 j=1

Att L dr entydig ser vi genom att anvdnda U = L o U pd e¢; ® f;, vilket ger att
L(@i & fJ) = ‘If(ei, f]>
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DEL III — AVANCERADE PROBLEM

6. Lat V = C|x] vara vektorrummet som bestar av polynom i en variabel med komplexa ko-
efficienter. Definiera den inre produkten (-|-) sd att {1, z, 2%, 23, ... } bildar en ortonormal
bas for V. Lat L: V' — C vara den linjdra avbildning som ges av L(p(z)) = p(1) och
1at W = ker(L).

(a) Bestdm en ortogonal bas for 1. Gp
(b) Bestim en bas for W+, (1p)
Losningsforslag.

(a) Vi anvinder Gram-Schmidts metod utgdende frén basen {1 — z,z — 22 ... z° —

Tit1,- .. }. Vi kan skriva p,(z) = Y7 a;(z" — 2't1) och enligt Gram-Schmidts
metod ska (p,,(z)|z* — 2'™!) = 0 fori = 0,1,...,n — 1. Detta ger 2ay — a; = 0,
—ag+2a1—as=0,..., —ay_9+2a,-1+a, =0.0m vi sitter ag = 1 far via; = 2,
a2:2a1—a0:4—1:3,ai:2ai,1—ai,2:2i—(i—1) =1 + 1. Dédrmed éar
_ - . % +1\ n n+1
() —Z(z+1)(x —)=14+z+---4+2"—(n+1)z""".
i=0
(b) W+ = {0} eftersom p(z) = >, a;x’ ligger i W betyder att a; = a1, for alla
i > 0 eftersom 2 — 2! € W och (p(z)|z" — 2*!) = a; — a;41. Alltsd dr tomma
miingden en bas for W+,

Svar.
@ {14+x+--+2"—(n+1)z""},>0 utgor en ortogonal bas for 1V.
(b) Tomma mingden, (), utgér en bas for W,
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7. For en linjdr operator L pa V' kan vi bilda en linjédr operator pa V@V genom I® L—L® 1,
dér [ &r identitetsoperatorn pa V.
(a) Bestdm rangen for / ® L — L ® [ om L ges av matrisen 2p)

1 2
4 3|
(b) Visaatt I ® L — L ® I dr nilpotent om L &r nilpotent, men att det omviinda inte alltid
giller. (2 p)
Losningsforslag.

(a) Vi viljer forst en annan bas dédr matrisen for L blir diagonalmatris. Egenvirdena for
L dr 5 och —1. Matrisen for I ® L — L ® I blir da diagonalmatrisen

5 0 0 0 50 0 0 0 0 00
0 -1 0 0 05 0 0] [0 -6 00
0 05 0| |00 -1 0| |0 O 60
0 0 0 —1 00 0 -1 0 0 00

om vi ordnar basen for V@ V som {e; ® e1, €1 ® 9, €2 R €1, €3 ® €5 }. Rangen &r tva.
(b) Om L ir nilpotent dr L™ = 0, for nagot heltal m. Vi har att

I®L-LeI)"=) (-)fLfeL*
k=0
och detta dr noll om n > 2n eftersom varje term da dr noll.
Om L ér nilpotent kan vi se pa (I + L) som &r inverterbar, men vi far
QUAL)—(I+L)@I=IQ]I+]IRL-1R]I-L®I=I®L-L®I

som ir nilpotent.

Svar.
(a) Rangenav I ® L — L ® I &r tva.
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8. En derivation pa Clz| med avseende pa ett komplext tal a 4r en linjir avbildning
D:Clz] — C
som uppfyller
D(f(x)g(x)) = g(a)D(f(x)) + f(a)D(g(x)),

for alla f(x) och g(x) i C[z].
(a) Visa att méngden av derivationer pa C[z] med avseende pa a bildar ett vektorrum

Der,(Clx]). (1p)

(b) Bestidm dimensionen av Der,(C|x]), exempelvis genom att anvinda hur derivationer-

na verkar pa en lampligt vald bas for C|x]. 3p)
Losningsforslag.

(a) Der,(C|z]) dr en delméngd av det duala rummet (C[z])*, sa det récker att visa att
det dr ett delrum. Vi har att nollavbildningen uppfyller kraven, sa Der,(C|x]) dr inte
tomt. Vidare ger varje par av polynom (f(z), g(z)) i C[z] x C|x] en linjér ekvation
som ska vara uppfylld. Alltsa &r Der,(C[z]) ett delrum av (C[z])* eftersom det &r
l6sningsméngden till en mingd linjdra ekvationer.

(b) Vi kan tilldimpa villkoret pa f(z) = (x — a)™ och g(z) = (z — a) for att se att

D((z —a)"™)D((x —a)"- (z —a)) =0"-D(z —a) +0- D((x —a)")

vilket ger att D((x—a)™) = 0 f6r n > 2. Vidare kan vi anvinda relationen pa 1 = 1-1
for att fa

D(1)=D(1-1)=1-D(1) +1-D(1) = 2D(1)
vilket ger D(1) = 0 eftersom 2 &r inverterbart i C. Det aterstar att se vad som r
mojligt for D(z —a). Om vi viljer D(x—a) = cfarviatt D(f(z)) = D>, ai(z—
a)’) = a;c = f’(a)c. Vi vet att derivatan i punkten a uppfyller kravet ovan enligt

Leibnitz regel. Alltsa har vi att Der,(C|z]) dr endimensionellt med en bas som ges av
derviationen D, (f(z)) = f'(a).

Svar.
(b) dim Der,(Clz]) = 1.
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9. Visa att det A > 0 for alla reella antisymmetriska matriser A. 4p)

Losningsforslag. Matrisen ¢A dr Hermitesk i och med att A ir reell och anti-symmetrisk.
Eftersom i A ér diagonaliserbar med reeella egenvirden har A inga reella egenvirden utom
0.

De komplexa egenvirdena till A forekommer i konjugerade par och ir alla rent ima-
gindra. Determinanten av A dr produkten av egenvirdena och blir 0 om nagot egenvirde
dr noll. Annars méste egenvirdena kunna ordnas som {\;, A1, A2, Aa, . .., A, Ay } och pro-
dukten blir

det A=A - A=A Ao A A= A2 D> A2 >0

Ett annat alternativ dr att se pa det karaktéristiska polynomet p4(x) = det(zl — A)
som uppfyller att p4(z) > 0 for z >> 0. Om p,(z) har udda grad maste det finnas ett
nollstille och det maste vara 0 eftersom A inte har nagra reella egenviarden utom noll. Om
pa(z) har jamn grad maste p4(x) > 0 for alla x # 0 och far vi att det A = p4(0) > 0.



