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DEL I — BASALA PROBLEM

1. Bestdm Jordans normalform fér den operator pa C? som ges av matrisen
a_| 3 iv/?2
S 2iv2 -1

(4p)
Losningsforslag. Vi beridknar det karakteristiska polynomet som
pa(r) = 2* — Tr(A)z + det(A) = 2* — 20 + (=3 +4) = (x — 1)~

Egenvirdena dr darmed 1 och om A skulle vara diagonaliserbar skulle viha A = I. Alltsa
ar Jordans normalform

11

b 3]

Svar. Jordans normalform ges av {(1] ﬂ

2. Lat V' = C[z] vara vektorrummet som ges av alla polynom i  med komplexa koefficienter
ochlat W = {p(z) € V: p(1) = p(—1) = 0}.
(a) Bestdm en linjér avbildning L: V' — U sa att W = ker(L).
(1p)
(b) Bestdm en bas for V/W.
3p)

Losningsforslag.
(a) Vi fér en linjér avbildining L: V — C? didr W = ker(L) genom

L(p(z)) = sz(_lM . Vp(z) e V.

Den ir linjér eftersom ap(z) + bg(z) — [ap(1) +bg(1) ap(—1)+bg(—1)]" =
T T
a[p(l) p(=D]" +b[e(1) a(=1)]",

(b) Dirmed har vi att im(L) = V/W. L dr surjektiv eftersom L(1) = [1 1]T och
L(z)=[1 —1] " r tva linjirt oberoende vektorer i C2. Alltsa &r V/W = C2 och vi
kan vilja tva linjart oberoende vektorer som bas, exempelvis

{1+ W,z +W}.

Svar.
(@) L: V — C2dir L(p(z)) = [p(1) p(=1)]" for p(z) iV = Cla].
(b) {1+ W,z + W} utgor en bas for V/W.

1
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3. Bestdm pseudoinversen till matrisen

(4 p)

Losningsforslag. Vi kan skriva matrisen som
1 2 3 1
A:[2 4 6]:[2][1 2 3]
Vi behdver normera vektorerna for att fa en ortonormal bas. Langderna dr /1 4 22 = V5
och V12 + 22 + 32 = /14.

A+:;ﬁ [L l}:i24:iAT
Vv R/ R BT N el T
Vii
N 112 .
Svar. A Y= — |2 4 —A
7036 70

DEL II —- BEGREPP OCH SATSER

4. Lat V vara ett komplext inre produktrum och L en operator pa V.
(a) Hur definieras den adjungerade operatorn L'?

(1p)

(1p)
(c) Ge ett belysande exempel pa ett inre produktrum V" och en operator L som inte dr
sjilvadjungerad, men dir bade L och L' #r naturliga operatorer.

(b) Hur kan man visa att den adjungerade operatorn existerar da dim V' < oo?

(2p)

Losningsforslag.
(a) LT ér den operator som uppfyller (L'(x)|y) = (z|L(y)) for allaz,y € V.
(b) Vi kan vilja en ortonormal bas {e;} for V' och di kan vi bestimma L' som den
operator vars matris dr komplexa kunjugatet av transponatet till matrisen for L.
(c) Lat V' = C[x] vara vektorrummet av polynom med inre produkt som ges av (p(z)|q¢(z)) =
Zfzop(i)(O)q(i)(O) ochlat L = d/dw,dvs L(p(x)) = p/(x). Dadr {1, z,22/2!,... 2¢/d! ...
en ortonormal bas for V' och far vi den adjungerade operatorn av matrisen

[0 0 --- 0 0
10 -+ 0 O
00 --- 1 0

vilket motsvarar operatorn

Li(p(z)) = /Oxp(t) dt, for p(z)iV.
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5. (a) Vad ar en sannolikhetsmatris?

(1p)
(b) Alla sannolikhetsmatriser har 1 som ett egenvirde. Hur bevisar man det?

(1p)
(c) Formulera nagon version av Perron-Frobenius sats.

(1p)

(d) Ge ett exempel som visar att lim,, ,,, A” inte behdver existera dven om A &r en irre-
ducibel sannolikhetsmatris.

(1p)

Losningsforslag.

(a) En sannolikhetsmatris &r en reell kvadratisk matris dér alla element &r icke-negativa
och summorna av elementen i varje kolonn ir ett.

(b) Villkoret att summan i kolonnerna ér 1 betyder att e = [1 1 ... 1} ar en vénsteregenvektor
med egenviirde 1, dvs att eA = e. Det betyder att ATe? = eT, 58 1 ir ett egenviirde till
AT, men eftersom det(zI — AT) = det(xl — A) har A och AT samma egenvérden.
Dirmed 4r 1 ett egenvirde till A.

(c) En version av Perron-Frobenius sats ar

Sats 1. Om A dir en irreducibel icke-negativ matris gdller foljande ddr
p = max{|A|: A dr egenviirde till A}.

(i) A har en unik' icke-negativ egenvektor med egenviirde p.
(ii) De komplexa egenvirden som har belopp p dr enhetsrotter ganger p och ligger
pa jamna intervall kring cirkeln med radie p kring origo.

och en enklare ar

Sats 2. Ldt A vara en sannolikhetsmatris ddr alla element i A™ dr positiva for ndagot
m. Da gdller foljande
(i) Det finns en egenvektor med egenvdrde 1 ddr alla koordinater dr positiva.
(ii) mq(1) =my(1) =1
(iii) Om \ # 1 dr ett egenviirde giiller att |\| < 1.

(d) Matrisen
01
A=)

ar en irreducibel sannolikhetsmatris men vi har att
A — I omn &r jamnt,
A  om n dr udda.

sa foljden { A" },,>( konvergerar inte.

lupp till positiv multipel
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DEL III — AVANCERADE PROBLEM

6. Pa Hilbertrummet ¢5(C) = {{a;};>0: a; € C,¥j > 0och >3 |a;|* < oo} definierar
vi en operator L genom L({a;};>0) = {b;};>0 ddr

p — J T om j dr jamnt,
! a1 om j dr udda.

Kontrollera att L ({a;};>0) tillhor ¢5(C) om {a;};>¢ gor det och bestim alla egenvirden,
egenvektorer och singuldrvirden till operatorn L.

(4 p)

Losningsforslag. Vi har en Hilbertrumsbas for ¢5(C) som ges av {{d;;}i>0};>0 och vi har

att

{0¢i4+1)5}5>0 om ¢ ir jimnt,
L 51 . — VBN
({ ]}]20) {_{5(2'—1)]'}]'20 om ¢ dr udda.
Det betyder att L sa nidr som pa tecken permuteterar elementen i basen och darmed bevaras
langden och bilden ligger i /5(C).
Om A\ dr ett egenvirde till L soker vi 1osningar till

{_a2z’+1 = Aay;

A = Aagiq1
Genom att sitta in i nésta far vi ag; 11 = —A?ag;41 och ag; = —A2ay,. Didrmed ir egenviirdena
16sningarna till A2 = —1, dvs A = =i och vi far egenvektorer som kan skrivas

(ibg, by, by, by, ibs, ba, . . .)

och
(—tbg, bo, —iby, by, —iby, ba, .. .)
dar {bj}jZO hgger i 62 ((C)

Vi har att L dr unitédr eftersom L sa ndr som pa tecken permuterar elementen i den
ortogonala Hilbertrumsbasen for for £(C) som ges av {e},5¢ déir e® = {§;;};50, for
i > 0. Alltsa &r alla singulédrviardena 1 eftersom dessa &r kvadratrotterna av egenvirdena
till LTL = 1.

Svar. Egenvirdena ér +i och egenvektorerna (=4iby, by, £ib1, by, £ib, bo, ... ) dir {b;} ;>0
ligger i {5(C). Singulédrvirdena ér 1.



SF1681 Linjar algebra, fk Losningsforslag till tentamen 2018-01-10

7. Lat V' C C? vara delrummet som ges av ekvationen z; 4+ 5 + x5 = 0 och betrakta
tensorprodukten V' ® V som ett delrum i C* @ C3. Avgér om négon av tensorerna

€1®63+62®€1—2€3®62
eller
e1®er —ep®ey—ea®er+ea®este3®@er —ez®es

liggeri V ® V, dir ey, ey, e ir standardbasvektorerna for C3.
(4 p)

Losningsforslag. Dimensionen av V' dr 2 och vi kan vilja en bas som bestar av e; — e och
ey — e3. Diarmed spianns V' ® V upp av de fyra tensorerna

(61—62)@(61—62) = €1®€1—€1®€2—62®€1+62®€2,
(e1—e) ®(ea—e3) = e1@ex—e1®ez—ea e+ ea @ e,
(62 —e3) ® (e1 — e2) ea e —ea®ex —e3®ep +e3 ey,
(e —e3)®@(ea—e3) = eaQer—ea®e3—e3 ey +e3R e,

Vi har att e; ®e; bara forekommer i den forsta basvektorn, e; ®es bara i den andra, es®e;
bara i den tredje och es @ es bara i den fjdrde. For att uttrycka e; ® e3 + e2 ® e — 2e3 ® €9
med hjélp av basvektorerna behover alla koefficienter vara noll utom den andra eftersom
ingen av de tre tensorerna e; ® e, es ® e; eller eg ® es forekommer i den givna tensorn.
Eftersom tensorn inte dr en multipel av den andra basvektorn ligger den inte1 V ® V.

Nir vi ser pa den andra tensorn behdver koefficienterna for basvektorerna vara 1, 0, 0
och —1 och vi har att

e1®e;—e1®er—ea e +eaRezt+ez3®er—es®es = (e —ea)®(e1—e3) — (e2—e3) @ (e3—e3)
som alltsa liggeri V @ V.

Svar. Den forsta ligger inte i V' ® V', men den andra gor det.
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8. Lat K vara delmédngden av Ms(Z7) som ges av

k{2 asez)

Visa att K bildar en kropp med 49 element och 16s ekvationerna 22 +2x+2 = 0 respektive
P =11K.
(4p)
Losningsforslag. Enligt en sats i materialet om dndliga kroppar ricker det att se att mini-
malpolynomet till matrisen
0 —1
=]

dr irreducibelt. Vi har att { A, I'} #r linjirt oberoende, men A? = —I. Dérmed dr minimal-
polynomet q4(z) = x? + 1. Detta ir irreducibelt om det inte finns ngra linjira faktorer,
dvs inte nagra nollstillen. Vi provar alla element i Z; och far att

q4(0) =1, qa(1) = 2, qa(2) =5, qa(3) = 3, qa(4) = 3, qa(5) = 50ch g4 (6) = 2.
Eftersom det inte fanns nagot nollstille dr g4 (x) irreducibelt och K &r en kropp med 49

element da det finns 7 x 7 mojligheter for a och bi Z.
Vi kan 16sa den forsta ekvationen genom att kvadratkomplettera och far da

?+20+2=0<= (z+1)*+1=0

Eftersom A% = —1I har vi att z = —I + A ir en I6sningarna till ekvationen. Ddrmed kan
vi skriva de bada 16sningarna som

-1 1 -1 -1
[_ 1 _ 1] och [ 1 1} .
For att 16sa den andra ekvationen kan vi konstatera att a® = 1 for varje nollskilt element

a i primkroppen k = Z;. Detta méste vara alla 16sningar eftersom 2% = 1 kan ha hogst
sex 16sningar. Vi kan ocksé faktorisera polynomet 2° — 1 som

1= )P+ D) =@ -+ +)(z+D@* -z +1)

och kvadratkomplettera 2°> + z + 1= (v +4)? =1 = (z +5)(x +3) ochz? —x + 1 =
(x +3)> — 1= (z+4)(x + 2). Dirmed ges 16sningarna av ,21,31,41,5I oh 61

Svar. Losningarna till 2% + 2z + 2 = 0 &r {_ L

1 -1 -1 oo .
1 _1} och [ 1 _1} och 18sningarna till
2% = 14dr1,21,31,41,5 oh 61.
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9. Inom grafteori anvinds grannmatriser och deras egenvirden. En graf dr en mingd horn
och en méngd kanter som gar mellan par av horn. Grannmatrisen for en graf med horn
{1,2,...,n} dr den symmetriska n x n-matris som ges av

s 1 om det gar en kant mellan hoérnen 7 och j,
Y 0 annars.

Betrakta cykelgrafen C;, med n horn dér det gar en kant mellan horn ¢ och horn ¢ + 1 for
1 =1,2,...,n—1, men ocksa en kant mellan horn 1 och hérn n. Bestdm egenvérdena for
grannmatrisen for C,,. (Ledning: Matrisen kan skrivas som B + BT dir B" = I.)

(4p)

Losningsforslag. Lt A vara grannmatrisen for C,,. Vi kan skriva A = B + BT dir

B 1 omi=j5+1lellerti=757+1—n,
“ )0 annars.

Denna matris svarar mot den riktade cykliska grafen och vi har att B" = I och BT = B!
eftersom kolonnerna utgor en ortonormal bas. Over de komplexa talen ir bade .J och A
diagonaliserbara och de kommuterar eftersom A = B + B~!. Allsté finns en gemensam
bas av egenvektorer och egenvirdena for A ges av A + 1/ ddr A dr ett egenvérde till B.
Minimalpolynomet till B #r gg(z) = 2™ — 1 vilket ger att egenvirdena ir e”2™/", for
§=0,1,2,...,n— 1. Alltsd ges egenvirdena till A av ¢72™/" 4 ¢=427/" — 2 cos(2mj /n),
forj =0,1,2,...,n— 1. For j > n/2 far vi samma egenvirde som for n — j eftersom
cos(z) = cos(2m — x). Alltsa far vi dubbla egenvirden for 0 < j < n/2.

Svar. Egenvirdena ges av 2 cos(27j/n), for 0 < 25 < n dir de som ligger mellan —2 och 2
ar dubbla.



