Losningar till problemtentamen, SG1113, 27/10, 2023

Tillatna hjdlpmedel: Penna, suddgummi, linjal, passare och gradskiva. Inget annat.

1. Beteckna det hogra hjulets vinkelhastighet med wo = wpe,. Eftersom det rullar
utan glidning giller att wy = v/r. Beteckna det vinstra hjulets vinkelhastighet
med wy = wye;. Det vinstra hjulets centrum O ror sig pd konstant hojd r Gver
underlaget. Dess hastighet kan darfor skrivas vp = vpe,. Eftersom det rullar utan
glidning géller att wy = vo/r. Beteckna armens vinkelhastighet med w; = wye;.
Sambandsformeln for hastighet ger
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B 1v
@1 = 4r
2 + S = >
= = — = —
Vo V+ Wi 4v Vo 8V
Z x—)
X

2. Létden vinstra cylindern ha massan m och den hogram /2, och 1at bada cylindrarna
ha radien r. Frildgg de bada cylindrarna och rita ut krafterna, som i figuren. L&t
den vinstra cylindern ha accelerationen a, parallellt med det vinstra planet, snett
nedat vanster. Da har den hogra cylindern samma acceleration, parallellt med det
hogra planet, snett uppat vinster. Newtons andra lag ger

ma =mgsinf - S —F; 3)

1 1
Ema = —zmg sinB+S—-F, 4)
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Beteckna beloppet av den vinstra cylinderns vinkelaccelerationen med a. Den
hogra cylinderns vinkelacceleration har samma belopp. Den vénstra cylindern har
troghetsmomentet //, = mr?/2 och den hogra I é’; = mr? /4. Eftersom hjulen rullar
utan glidning géller att @r = a. Momentekvationen ger nu

1

Ig;a =Fr = F= Ema (5)
1

Ila=Fr = F= e (6)

(5) och (6) insatta i (3) och (4) ger

%ma =mgsinf — S (7)
3 1 .
qma=—zmg sinf+S (8)
(7) + (8) ger
9 | 2 .
Zazigsmﬁ = a:§gsmﬁ 9)

Alternativ losning med hjilp av Langranges ekvation. Lat x vara koordinaten
for den vianstra cylinders masscentrum, riktad snett nedat langs det vanstra planet.
Béda cylindrarna har vinkelhastigheten w = X /r. Systemets kinetiska energi ar

1, 11 5, 1., , 1 9

me + Ezmx + 2Ig + Elng = gmx (10)
och systemets potentiella energi ar
V:—msinﬁx+%msinﬁx:—%msinﬁx. (11)
Lagrangianen dr
L:T—Vzgmx2+lmgsin,8x. (12)
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Lagrange ekvation kan nu skrivas

1 2
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Yy
m(ig —rg6%) = R, + mgsin@ (14)
m(rg8 + 2¢G0) = Ry + mg cos 0 (15)
Med rg = L/2 (konstant) fas
1 .
R, = —Emwz —mgsin6 (16)
1 ..
Ry = EmLQ —mgcosf (17)

Stangens kinetiska energi kan skrivas T = I6?/2 = mL?*6? /6 och dess potentiella
energi V = —mglsin6/2. Initialt dr den totala mekaniska energin lika med noll.
Vi far alltsé

1 1 .
8mLZe)2 - mgLsing =0 = L6 =3gsin0 (18)
Derivering av (18) ger
. . 3
2100 =3gcosfd = LO= 8 cos 6 (19)
Insittning av (18) 1 (16) och (19)1 (17) ger
5 .
R, = —Emg sin 6 (20)

1
Ry = —ngcose 21)



Vi kan ocksa skriva reaktionskraftens x- och y-komponenter som
. 9 ) 9 )
R, =cosOR, —sinfRy = —ng cosfsinf = —gmg sin(26) (22)
1
Ry =sin6R, +cos ORy = —ng(lo —9cos® 6) (23)

Dessa uttryck kan ocksa hirledas direkt genom att stidlla upp Newtons andra lag i
x-och y-led

mig = Ry (24)
myc = Ry + mg (25)
och anvinda
L A L N
X = ) cos 06% — 2 sin 66 (26)
L L N
Vg = ~3 sin 067 + 5 cos 64 27

samt (18) och (19).

. Infor de generaliserade koordinaterna x4 = x och . Masscentrums koordinater dr
da

XG =x+ Rsinf (28)
vy = Rcos6 (29)

Skivans kinetiska energi kan skrivas

1 1 1 . . 1 .

T = Em()'cé +y5) + 51(;92 = Em((x + Rcos 00)% + (Rsin06)?) + ZmRZHZ =
1 .3 .

= me2 +mR cos 00 + mR>6? (30)



och dess potentiella energi kan skrivas
V =-mgRcost 31
och Lagrangianen ar foljaktligen
L=T-V-= %me + mR cos 00 + % mR*6% + mgR cos @ (32)

Lagrange ekvationer kan nu skrivas

g =0 = %~ Rsin#6% + Rcos 64 = 0 (33)
oL doL 3 .
%—a% =0 = 5R9+cos€5€+gsin9:0 (34)
For sma svangningar kring jamviktslaget kan de ickelinjdra termerna forsummas
och vi kan gora approximationerna sin = 6, cos = 1. Detta ger ¥ = —R6 och
sviangningsekvationen
. 2
i+=59=0 (35)
R
med frekvensen
28
=1/ 36
w=q7 (36)



