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SF1683 Differentialekvationer och transformmetoder, del 1
Losningsforslag till tentamen
Tisdag den 24 oktober 2023

DEL I — GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Los foljande initialvirdesproblem for y = y(x) och bestdm l9sningarnas existensintervall.

@ x —y= . ¥(=1)=0, (b ¥y =ecosx, ¥(0)=0.

4p)

Losningsforslag. (a) Detta ér en forsta ordningens linjir ekvation som kan I6sas genom att
multiplicera med en integrerande faktor. Vi skriver ekvationen som

/ -1 X
y—Xx y= )
1—x
sa att vi ser att en integrerande faktor ges av
_x! _ _
efx dx _ ,=Inx _ —1

Nir vi multiplicerar med den integrerande faktorn far vi ekvationen

1
oy —xy= :
1—x
dér vénsterledet dr derivatan av en produkt,
-1 / 1
X = :
() ==

Vi integrerar detta och far

1
xly= / mdx = {Formelblad (19)} = —2v1—x+C.

Eftersom y(—1) = 0 har vi
(=1)-0=—-2/1—(=1)+C

sa C = 24/2 och losningen till initialvirdesproblemet ir
y(x)=x (—2\/1 —x+2\/§> =2x (\/i— V1 —x> :

Losningen dr definierad och deriverbar sa linge 1 —x > 0, eller x < 1. Existensintervallet
for 16sningen med initialvillkor i x = —1 &r alltsa intervallet —oo < x < 1.
(b) Detta ir en separabel ekvation vilken vi skriver om som

e’y = cosx.
1
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Vi integrerar med avseende pa x och gor substitutionen y = y(x) i vénsterledet och far

e = /eydy = /eyy’dx = /cosxdx =sinx+C.
Initialvillkoret y(0) = O ger att
1=¢"=5sin0+C=0+C
sa C = 1 och losningen ges av
e’ =sinx+ 1.

eller

y=In(sinx+1).
Losningen dr definierad sa liange sinx+ 1 > 0, eller sinx > —1, eller sinx # —1, eller
X # —7% +2nm ddr n ir ett heltal. Det storsta intervall dir 16sningen ar definierad och som

innehéllerx =04dr — % <x < 37”, vilket alltsa dr existensintervallet for 16sningen.
O
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2. Den homogena ekvationen #2y” — 3ty’ + 3y = 0 dir y = y(¢) for + > 0 har tva 16sningar
y1(t) = 13 och y,(t) = t. Bestim den allminna l6sningen till ekvationen

2y =31y + 3y =1t

4 p)

Losningsforslag. Vianvinder metoden med variation av parametrar. Den allménna 16sningen
till den homogena ekvationen ar

ye(t) = c1y1(t) +caya(t) = c1t’ +eat.

For variation av parametrar gor vi ansatsen

V(1) = wr (01 (1) + w2 (£)y2(t) = wa (1)1 + ua (0.
Derivatan av detta &dr
Y =) +ubt + 3uit* + up
Vi antar att
ui +ubt =0

sa att

y’ = 3u1t2 +uy.
Detta ger

V' = 3ult? + uby + 6uyr.

Insatt i ekvationen far vi

t4et — t2y// _ 3ty/ + 3y

=2 (3u’1t2 +uh + 6u1t>

— 3¢t (3u1t2 +u2> + 3(u1r3 +u2t)
= 3ulr* + uhr?

Fuy <6t3 93 +3r3> +u2(— 3t—|—3t>
= 3u’1t4 + u'ztz.

Funktionerna u; (), us(¢) ska alltsa uppfylla
Juitt +ubt?  =tte
i +uyt =0
eller
3ujt? +uy =r%e
it +uy, =0

Vi loser ut ) (), u5(t) och far

1 1,
Ltll :Eet, MIZZ—EI €t.
Detta integreras till (se formelblad (54))
1 1
ul(t)ziet—FCl, uz(t):—i(t2—2t—|—2)et—|—C2.

3
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Den allminna 16sningen till ekvationen &r alltsa
y(t) = uy (0) +un (1)t

1 1
— (zef+C1>t3+ (— E(t2—2t+2)ef+cz)r

=Ci1P4+Cot + (12 —1)é'.
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3. Matrisen A = (_l har ett dubbelt egenvirde r = 2. Bestdim den allménna l6sningen

3
-3 5
till systemet av differentialekvationer

X(1) = (:; g) x(1).
(4 p)

Losningsforslag. Ansatsen x(r) = €& ger en 16sning om & ér en egenvektor till A med
egenvirde r. Egenvektorer & med det givna egenvirdet r = 2 ges av

0-(a-mg- (7] 1)

Vi hittar en egenvektor & = G) och en 16sning

X1 (1) = e G) .

D4 det ej finns fler linjért oberoende egenvektorer gor vi ansatsen x(7) =te’" & + " n vilket
ger en 10sning om

rte"E+e"E+re"'n =X (1) = Ax(t) = A (te"E + ') =1e"AE +€An

det vill siga om
AL =r& och An—-m=¢,
vilket betyder att £ &r en egenvektor till » =2, och 1 ir en s kallad generaliserad egen-

vektor. Vi viljer & = G) som ovan, och ska direfter losa ekvationen (A —2I)n = &

RN (EH !

En 16sning till denna ekvation dr n = (_ %)/ 3) , sa

x(t) =1e¥ G) + e <_B/3> = <t_t1/3> .

ar en andra 16sning till systemet av differentialekvationer. Den allmédnna 16sningen ges av

ﬂﬂzqm®+qn0ﬁww”G)+Qﬂ<“jﬁ)

dér ¢y, ¢ dr konstanter.



SF1683 Losningsforslag till tentamen 2023-10-24

DEL II — AVANCERADE PROBLEM

4. Foljande autonoma system for (x,y) = (x(¢),y(¢)) har bada en kritisk punkt i origo. Anvind
linjdrisering eller metoden med Lyapunovfunktion for att avgora om den &r (asymptotiskt)
stabil eller instabil.

X =x—3y+y ¥ =—x3 43
@ 57T m) < >
Yy = —x—2xy Yy =—y—2xy
(4p)
Losningsforslag. (a) Systemet
¥ =F(x,y) =x—3y+)°
Y =G(x,y) = —x—2xy°
har en kritisk punkt i origo. Linjérisering dédr ger motsvarande linjédra system
X = %—i(0,0)x+ %—i(0,0)y =x—3y
yl = %_g(O?O)x+ %_g;;(oao)y =X
med matris (_11 _03) . Egenvirdena for detta linjédra system ges av
—r — 1 1 1 13
0 = det (l_lr _3) =(r—1)r-3 =r—r—3= (r—§)2—1—3 = (r—E)z—Z

och de ar | .
r1:§(1—|—\/ﬁ), rzzi(l—\/1_3)

Detta dr tva reella egenvirden med olika tecken, sa det linjédra systemet beskriver en sadel-
punkt, som &r instabil. Enligt sats om linjdrisering har det ursprungliga autonoma systemet
ocksa en en instabil kritisk punkt i origo.

(b) For detta system ges linjdriseringen i origo av matrisen (8 _01) som har deter-

minant noll, sd linjdrisering kan inte ge nagon information om den Kkritiska punkten. Vi
anvinder istédllet metoden med Lyapunovfunktion. Vi testar med en Lyapunovfunktion pa
formen

V(x,y) = Ax* + By’
ddr A,B > 0. Med detta antagande &r V (x,y) alltid en positivt definit funktion. Vi maste
vilja A, B sa att V(x,y) dr strikt avtagande lings 16sningskurvor till systemet som startar
ndra (0,0). For en sadan 16sningskurva beréknar vi

V() = SV 00) = 5+ 5
= 2Ax (—x3 —|—y3) + 2By (—y — 2xy2)
= —2Ax* + (2A — 4B)xy> —2By.
Eftersom A, B > 0 sa dr forsta och tredje termen ickepositiva. Om vi véljer A=2och B=1
sa dr 2A — 4B = 0, och den andra termen forsvinner. Funktionen
V(x,y) =2x>+y*

ar alltsa positiv definit i origo (den punkten &r ett lokalt min), och

. d dVdx dJVd
V(x,y) = EV(x(t),y(t)) “oxa a—yd—); = —4x*—2)* <0

6
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i alla punkter utom i origo. Vi drar slutsatsen att (0,0) dr en asymptotiskt stabil kritisk
punkt.
O
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5. Differentialekvationen

(P 4+3)y" —2y=0, y=y(x),

har tva Iosningar y;,y, som uppfyller y; (0) = 1,/ (0) = 0 respektive y>(0) = 0,y5(0) = L.
Bestdm dessa 16sningar pa serieform vid x = 0,

y= i anx".
n=0

For detta ska du ange den rekursionsrelation som ger koefficienterna a, samt beridkna
termer till minst ordning 3 i vardera serie. Hur stor dr konvergensradien for de tva serierna?

(4 p)
Losningsforslag. Med
y= Z apx".
n=0
far vi
y = Z napx" !, y' = Z n(n—1)ax"2.
n=1 n=2

Insatt i ekvationen ger detta

0=(x>+3)y" —2y

:(x2+3)i n(n—1)ax"> ZZanx

n=2
:i n(n—1)a,x" +32nn—1anx ZZanx
n=2 n=2

For att fa likartade termer i serierna sa substituerar vi k = n — 2 i den mittersta termen och
k = n i de andra tva. Detta ger

o)

0=Y k(k—Da* +3Y (k+2)(k+ Dapx* —2 ) a.
k=2 k=0 k=0

Sedan plockar vi ut termerna av ordning O och 1, sa att alla serier borjar med k = 2. Vi far
da
0= (6a; —2ap) + (18as —2a;)x+ Y (k(k— Dag+3(k+2) (k+ 1agss — 2ak)xk
k=2

For att ge en 16sning till systemet maste alltsa koefficienterna a, uppfylla sambanden

0 =6a; —2ay

0= 18asz —2a

0=k(k—1Dax+3(k+2)(k+ 1)ajis —2a, k=2,34,...
Hir kan den sista ekvationen skrivas om till

3(k+2)(k+ Dagir = —(k(k—1) = 2)a = —(k2 —k—2)ap = —(k+1)(k—2)ay

eller
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eftersom k+ 1 #~ 0. Rekursionsrelationen for koefficienterna a, forenklas alltsa till

1
ap = §a0
1
as = §al
Clk+2:—3(kk+22)ak, k:2,3,4,...
For 16sningen y; géller
ap=y1(0)=1, a;=»1(0)=0, ar= %ao = %, az = ém =0,
2-2 3-2
mz—maz:O, a5:—3(3+2)a3:0,
och detta fortsitter med alla termer a; = 0.
For 16sningen y; har vi
ap=y2(0)=0, a;=y0)=1, a= %ao =0, a3= éal = é,
2-2 3-2 1 1 1
“="35522=0 BET3EB T 597 By

och detta fortsétter med alla jdmna termer ay,,, = 0.
Vi har alltsa hittat de tva I6sningarna

1
yi(x)=1+ —xz,

3
1 1
yz(x):x+§x3—ﬁx5+....

Om vi skriver om den givna differentialekvationen till
2
=0
213
ser vi att punkten x = O dr en ordindr punkt. Enligt resultat 1 kursboken (Sats 5.3.1) dr
konvergensradien till en serielosning vid x = 0 minst lika med konvergensradien for (den
enda) koefficientfunktionen —XZLH. Denna funktion &r analytisk och har konvergensradie

¥

fram till nirmaste (komplexa) punkt dir den inte #r definierad. Det ir i punkter dir x> +3 =
0, eller punkterna x = ++/3i. Avstand fran origo till dessa punkter &r V/3, vilket alltsd ir
en undre begriansning pa konvergensradien.

Vi kan ocksa beridkna konvergensradien med hjilp av kvottestet. Eftersom 16sningen y;
bara bestar av udda termer har vi

@) =Y a1t

m=0
For kvottestet berdknar vi
2(m+1)+1 2
a X 2 1)-2
Q= lim 2D 2m+1 =x* lim B2m+3 =x* lim |— (Zm+1) :x—_
m—oo Aoy 1 XM m—yeo | (o1 | m—es | 3((2m+1)+2) 3

Serien for y, konvergerar om Q < 1 och divergerar om Q > 1, eller den konvergerar for
x| < +/3 och divergerar for |x| > /3.
Eftersom serien for y; dr dndlig konvergerar den for alla x.
U



SF1683 Losningsforslag till tentamen 2023-10-24

6. Picards sats séger att initialvirdesproblemet y = f(z,y), y(0) = 0, har en unik 16sning y =
¢ (). Forutsittningen &r att funktionen f och dess partiella derivata d f /dy dr kontinuerliga
pa ett rektanguldrt omrade R som innehaller i origo.

(a) Beviset gar ut pa att skriva problemet som en integralekvation och sedan konstruera
en foljd av approximativa 1osningar y = ¢, (¢), n = 0,1,2,..., dir ¢y(z) = 0. Forklara
hur detta gér till. Berdkna dven ¢3(¢) da f(z,y) = 1 +ty.

(b) Visa entydigheten, alltsa att om ¢ (¢), y(z) dr 16sningar till initialvirdesproblemet sa
ar ¢(r) = y(r).

(4 p)

Losningsforslag. (a) Se kursboken avsnitt 2.8.

Integralekvationen
t
= [ fs.00)ds

ar ekvivalent med det givna initialvirdesproblemet.
I beviset av Picards sats definieras en f6ljd ¢,(¢) av approximativa 16sningar genom

¢o(t) =0 och
_ /Otf(s,q),ll(s))ds, n=1.273,...

Med f(t,y) = 1 +ty ger detta

:/tf(s,(po(s))ds:/[f(s,O)ds:/t(l—ks-O)ds:

/f (s ds—/fss

—/ + 52 ds—[s+3] +%t3,
= [ s oaonds = [ o5+ 35)ds
t 3 1 5 1 1
:/()(l+s(s+ = ))ds—[s+s3 —|—§ Sg] —t+3 +Et5'

(b) Se kursboken avsnitt 2.8, sid 89 samt problem 18.
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