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Tentamen bestar av sex uppgifter uppdelade i tva delar. Del I utgérs av de tre forsta uppgifterna
som testar formagan att 16sa grundldggande problem. Del II utgors av de tre sista uppgifterna
och testar formagan att 16sa mer avancerade problem som dven kan vara av teoretisk karaktér
och ir avsedda framst for hogre betyg. Varje uppgift ger maximalt fyra podng. Bonuspoéng fran
lappskrivningarna adderas till erhallna poidng pa del I upp till maximalt 12 podng.

Betygsgrinserna vid tentamen ges av foljande tabell.

Fx E D C B A
11 12 14 16 19 21

For full podng pa en uppgift krévs att Iosningen dr vil presenterad och litt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poing.

DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. En av foljande ekvationer dr exakt. Los den ekvationen med initialvillkoret y(1) = 2. Ange
16sningens existensintervall.

d
M (1402 =1+4my+2,
dx X

dy y
2 1—Inx)—2 =141 z
(2) ( nx)dx +ny+x,

3) (1 —lnx)% = 1+lnx+);}.

4 p)

2. Bestdm de kritiska punkterna till foljande autonoma system for (x,y) = (x(¢),y(¢)) samt
avgor om de ir stabila.
X = y2 — 2
y=1-x

4p)
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3. Hitta den allménna 16sningen till det homogena systemet

L/11 18
/ P —
X(t)—t<_6 _lo)x(t), t>0,

genom en ansats av typen x(¢) = ¢, dir r #r ett tal och & 4r en vektor. Los dérefter det
inhomogena systemet

X() = ; (“6 _1f0> x(t) + (_Zift) |

DEL II — AVANCERADE PROBLEM

(4p)

4. (a) Bestdm den serielosning y = y;(x) vid x = 0 till ekvationen

Y= (+1)y —y=0
som uppfyller y; (0) = 1 och y} (0) = —1. For detta ska du ange den rekursionsrelation
som ger koefficienterna i serielosningen, samt berdkna minst fem termer i serien.
(b) Lat y = y(x) vara den 16sning till ekvationen ovan som uppfyller y;(0) = 4 och
¥5(0) = 1 (du behover inte bestimma en serielosning for y,(x)). Anvind Abels sats
for att berdkna Wronskianen W [y, y2](x).

4 p)

5. (a) Ekvationen P(x)y” + Q(x)y’ + R(x)y = 0 for y = y(x) kallas exakt om den kan skrivas
pa formen [P(x)y] + [f(x)y] = O for nagon funktion f(x). Bestim ett villkor pa
koefficienterna P(x), Q(x),R(x) for att ekvationen ska vara exakt.

(b) Bestdm R(x) sa att ekvationen

(x+1)y" 4+ (2= (x+ 1) tanx)y +R(x)y =0

ar exakt. Bestim den allminna 16sningen till ekvationen med denna R(x).
(4p)

6. Denna uppgift giller entydighet for 16sningar y = y(¢) till initialvirdesproblemet

Y=fty), »0)=0, ()
ddr f(t,y) ar en kontinuerlig funktion definierad pa nagot omrade R i ty-planet som in-
nehéller punkten (0,0).

(a) Ge ett exempel pa ett initialvirdesproblem som (1) med tva olika funktioner som
16sningar. Ge en noggrann forklaring varfor de funktioner du anger &r 16sningar.

(b) Antag nu att funktionen f(z,y) i (1) dessutom uppfyller ett Lipschitz-villkor i y, alltsa
att det finns en konstant C > 0 sa att

‘f(t;,VI) —f(t,yz)! < C|y1 _Y2|
for alla (¢,y1), (z,y2) i omradet R. Visa att om ¢ (z) och y(z) bada l6ser problemet (1)
sadr @(t) = y(t).
(4p)
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FORMELBLAD
Trigonometriska formler
. . 1 1
sin(m — a) =sina (29) /ﬁ dr == tan' =
a* +x a a
cos(m — o) = —cosa 1 9 2az + b
o — 30 dz = tan~! —=
sinnt =0, n€Z (30) / a2 +brtet [Jac — b2 an /Lac — b2
cosnm=(—1)", nez 1 1
( )7'r (31) / dr = lna+x7 a#b
sina:cos(i—a> .(ac—i—a)(w—i-b) 1 b b—:x
™ (32) /\/x2:ta2d.r:7mmifa21n’x+\/m2:ta2‘
tan o = cot (5 - a) 2 2
. 1 1
¢ _ sina (33) /\/a2 —x2dx = 7m\/m+ 7a2 tan~!
ana = a? — a2
cos o
cos o
fo = 4 —In o+ /a2 £ 02|
cota = —— (34) /\/761.1’ nlz+vVa2ta

cos?a+sina=1 .,z
dx =sin”" —

sin(aw £+ ) = sinacos § £ cosasin 3 /\/ 2—2? a

= i i Inaz 1
cos(a £ ) = cosacos § F sinasin 8 (36) /xplnamda::mp“(naj_ 12>7 bt 1
sin 2a = 2sin a cos « P+ (p+1)

In az
cos 2a = cos? a — sin? o (37)

(ln ax)2
e dx =

/=
1 oo
sinacos 8 = §[Sin(a + ) +sin(a — B)] (39) /Lcaz d (5 _ %) e
/
/

. . 1
sinasin § = E[COS(OL — B) — cos(a + 5] (38)

1
cosacos 3 = §[cos(a + B) + cos(a — B)] . 2?2 2w 2\ L.
e dr = Tl +—= e

1 1 2 3

sin? o = 5~ 5005204 1 a @
1 1 cosax dxr = —sinax

cos2a:§+§cos2a a

3

1
. 1, . . (42) /sin ardr = —— cosax
sin® o = 1(3 sin @ — sin 3a) a

1
1 [
cos® o = Z(3 cos a + cos 3a) (43) tanaz dr = o In cos ax
e = cosa +isina (44) = — 2tanh~! (tan f)
1 cos z 2
cosa = = (e!® + e~ 1
2 ( ) (45) dx =1In )tan f’

1, . ) sinz
sina = — (em — e_m)
27 (46)

1 x .
1 zcosardr = cos ax + — sinax
a
cosha == (e*+e™®
L o)

a2

/

/

/

/ 2,.2
/ ) 2rcosar | a*? —2
/

/

/

&

sinh o — 1 (e — e (47) x° cosax dr = = — sin ax
2 4 _xzcosar  sinawx
cosh? o —sinh?a = 1 (48) rsinazrdr = - + =
92— 2.2 21 si
Integraler (49) 22 sin az de — # S w
1 a a
_ +1 B 1
/l‘pdfl‘fp+1.ﬁl‘p ) p# 1 (50) ewaOSafEdI— 2+b26bz(asinax+bcosax)
1 1
= - 1
/ az +b dz = a Infaz + 0| (51) %% sin ax de = pE— ——— ¥ (bsinaz — acosax)



