Institutionen fA §r matematik

Sy,
EZKTH?Y

SF1673 Analys i en variabel

VETENSKAP
28 OCH KONST 2%

e

Losningsforslag till tentamen
Torsdag den 21 oktober 2021

DEL I - GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat f(x) = (L —2)e™™.

X

(a) Ange alla eventuella lodrita och vagrita asymptoter till f. 1,5p)
(b) Ange alla eventuella lokala extrempunkter till f. 1,5 p)
(c) Skissa grafen for f(x). (Du behover inte att beridkna inflexionspunkter). 1p)

Losningsforslag. Definitionsméngd av f dr R\ {0}.
a) Foljande kommer fran definitionen av griansvérde: lim,_, o+ % = *oo, limx_&oo}c =0
och foljande haller fran egenskaper av exponential funktion, specielt kontinuitet: lim,_,g+ e ™* =

1, limy_yce™™ = 0 och lim,_, e * = oo. Nu anviénder vi produkt och addition reglerna
for berdkningen av grinsvirden och vi har:

lim f(x) = oo

x—0*t

lim f(x) = —oo

x—0~

lim f(x) =0

X—r00

Jim f(x) = —eo

Detta betyder att vi har en asymptoter x = 0 och y = 0.
b) Vi berédknar forsta derivatan enligt reglerna:

1 1 2x—1)(x+13)
/ — __2/—1 —x/__2: 2 —X‘
F@ = =2+ (-2 e
Det foljer att stationdra punkter dr x = 1 och x = —%. Tecket av f’ #ndras i denna

punkter, dérfor de 4r extremtpunkter for f. Om x € (—oo, —3) eller x € (1,00), vi har
att f'(x) > 0 da ér f vixande pd intervallet (—oo, —%) och pa intervallet (1,e0). Om x €

(—%,0) eller x € (0, 1), vi har att f'(x) < 0 dé dr f avtagande pa intervallet (—%,0) och pa
intervallet (0, 1).
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2. Berikna volymen av den rotationskropp som uppstar da omradet som defineras av
0<x<1,0<y< e?* roterar kring
(a) x-axeln, 2p)
(b) y-axeln. 2p)

Losningsforslag. a) Volymen av kroppen som vi har ndr omradet roterar kring x axeln &r:

4

e T

b 1
Vx:n/a fz(x)dx:ﬂ?/o (ezx)zdx:n?T Ozz[e4—1].

b) Volymen av kroppen som vi har nidr omradet roterar kring y axeln ér:

b 1
V, = 271'/ xf(x)dx = 271:/ xe*dx.
a 0

Integral fol xe*dx berdknar vi med hjilp av partiell integration: 1at u = x, dv = e**dx.
Da har vi att: du = dx och v = e—;x Dirfor:

2x 1 1 ,2x 2 2x

1
2% e e e e e” e 1
/Oxe X =x— b2 X=5- T2 4+4
Sé dr
2 2

e” 1 e” 1

:2 [R— —) = J— —

Vy 7r(4+4) 7r(2+2)



3. Avgor om foljande integraler dr konvergenta eller divergenta:

(@) COSX
/1 =
(1p)
(b) .
/ xe “dx
0
(1,5 p)
(© i
7 COSX I
V/sinx
1,5p)

Losningsforslag. a) Vi kommer att anvinda jamforelsesatsen for integraler tva ganger. (Obs:
for att anvidnda satsen vi behover att ha funktioner som é&r positiva eller null 1 hela inter-
vallet, men funktionen €3* kan vara negativ.)

For funktionen f(x) = |°°Sx| och g(x) = %W har vi att 0 < f(x) < é och 0 <
g(x) < )%, for att | cosx| < 1.

Enligt satsen fran foreldsningar [} % ar konvergent. Enligt jamforelsesatsen for inte-
graler da dr ocksa [;” f(x) och [;” g(x) konvergent.

Vi har det <%5* = g(x) — f(x) och [{” f(x) och [|” g(x) &r konvergenta, dérfor &r ocksé
Ji” €%* konvergent.

b) Vi beridknar integralen f(f xe " med hjilp av partielintergation:
R R
féexe*xdx =—xe *| — f(f(—e*x)dx =-—Re R—e¥| =—ReR—eRyp1,
0 0
Dirfor: [5° xe *dx = limg 0 [y xe *dx = limg_o(—Re X —e R 4-1) = 1, sd éir [3 xe *dx
konvergent.
¢) Vi berdknar integralen med hjilp av variabelbyte metod: lat u = sinx. Da dr du =
cosxdx. Nir x gar mellan 0 och Z, u gar mellan 0 och 1. Dirfor:

1
foz cos X fl du fl w13du =

3
smx 2

2 O e .
usz| = %, och sa dr integralen konvergent.
0
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4. (a) Lat (a,);_, varaen talf6ljd och lat a € R. Definera vad som menas med att 11_r>n an = a.
n—oo
(1p)
++/nsin —) 3p)
\/_

sinn
n+n—=6

Losningsforslag. a) Kolla i hiftet.
b) For att |sinx| < 1 for alla x da har vi:

(b) Berikna 11m (

sinn 1
| < lim - =
n—eopc+n—=6

sinn
Dirfor, enligt jamforelsesatsen: lim | 5

n—oo nf +n —
gens: om absolut beloppet av en talfoljd konvergerar mot noll da konvergerar talf6ljden

mot noll. Darfor lim _smn =0.
n—eon2+n—6

For att berdkna lim,, o /7 8in —= f anvinder vi substitution: t = \/ﬁ och vi observerar att
n — oo implicerar t — 0. Déarfor:

| = 0. Fran definitionen av talfoljd konver-

. . . sint
lim y/nsin— = lim — = 1.
n—eo N I

(Det sista likheten dr en av de standard grinsvirden och visas med Maclauren formel t.ex.
(kolla i hiftet). )
For att bade 2" och /nsin—= ir konvergent, d& kan vi anvinda riknereglar for
Jn

n2+n—>6
griansvirden:
sinn sinn . |
lglz}o(n2+ +\/ESII'17)—13)1:)101/[2_’_—”64—’112130\/55111%:0‘}‘1:1



5. (a) Definera vad som menas med att f : R — R &r deriverbar. 1p)
(b) Lat

0 x=0
Visa att f ér deriverbar och berikna f’(x) for alla x € R. 3p)

Flx) = {x—i—xzcos% x#0

Losningsforslag. a) Kolla i hiftet.
b) For x # 0 anvinder vi ridkneregler for att berdkna derivatan av f i punkt x:

1 1 1, —1 1 1
f'(x) =x + (x*cos =) = 14 2xcos — +x*(—sin—) - — = 142xcos - +sin—
x x x x x x

For x = 0 anvinder vi definitionen av derivatan:

2 1
tim LOFM SO _ i JO) g It cosy

h—0 h =0 h h—0

1
= lim(1+hcos—).
fing(1+ hoos )

Vi observerar att |hcos%| < |h|, och limy,_,o |h| = 0, dérfor enligt jamforelsesatsen for
griansvirden dr limy,_,q |hcos %\ =0 och sa ir limy,_, hcos% =0.

Dirfor, enligt definition av derivatan, f'(0) = 1.

Vi skriver nu funktionen f’(x) som:

Fl) = 1+2xcos)lc+sin)—16 x#0
1 x=0



DEL II — AVANCERADE PROBLEM

6. (a) Definera vad som menas med att en funktion g(x) &r kontinuerlig i en punkt x = a.

(1p)
(b) Lat
)1 xeQ
g(x) = e x¢Q.
Bestdm méngden S av alla punkter x € R dér funktionen g(x) &r kontinuerlig.
3
(c) Ar g(x) deriverbar i nigon punkt a € R? Forklara. EZ g;

Losningsforslag. a) Kolla i hiftet.

b)

(i) Lat xp € Q. Om xg # 0, 1at y,, ¢ Q vara en talf6ljd sadant att y,, — xo dd n — eo. Funk-
tionen y — ¢” dr kontinuerlig, sa dr lim,,_;. e”» = €. Enligt definitionen av funktionen g,
g(yn) = &, dirfor li_r>n g(yn) = €% # 1 ndr xo # 0, medan g(xp) = 1 enligt definitionen.

n—oo

Sa har vi att li_r>n g(yn) # g( li_r>n yn)- Detta betyder att g ér inte kontinuerlig i punkten xj.
n—oo n—oo
Om xp =0, da dr g(xp) = 1. Sa
0 ye@

For att lim (e’ — 1) = 0, det foljer att lim (g(y) —g(xo)) = 0 vilket ger lim g(y) = g(xo)-
y—X0 Y—=X0

y—0
Enligt definitionen, detta betyder att g dr kontinuerlig i punkt xo = 0.

ii) Lat xo ¢ Q. Enligt definitionen av g, g(xo) = €. For varje n, det finns ett rationell tal
yn € (x0— %,xo + %) dvs y, dr en talfoljd av rationella tal som konvergerar mot xp. Enligt
definitionen av g har vi att g(y,) = 1 medan g(xo) = ¢ # 1. Dirfor g(y,) konvergerar inte
mot g(xp) vilken betyder, enligt definitionen av kontinuitet, att g 4r inte kontinuerlig i xo.

Tillsammans (i) och (ii) implicerar att det finns bara en punkt dédr g ir kontinuerlig:
xo = 0. Darfor § = {0}.

¢) Funktionen som &r deriverbar i en punkt #r ocksa kontinuerlig i den punkt, enligt
satsen som vi bevisade i foreldsningar. Darfor, det behovs bara att kontrollera deriverbarhet
i den enda punkt xo = 0 i méngden S.

h h

- h

61}71 h¢@

g(0-+h) —g(0) g<h>_1:{o heQ

e —1 g(0+h)—g(0)

Enligt det standardgrinsvirde: lim =17#0, det foljer att griansvirde lim
h—0 h—0

existerar inte.
Slutsatsen &r: det finns inga punkter i R dér g dr deriverbar.



7. (a) Formulera och bevisa medelvirdessatsen for integraler. 3p)

(b) Berikna grinsvirdet
4x

lim — [ cos(t?)dt.
x—0t X X

3p)

Losningsforslag. a) Kolla i hiftet.
b) Enligt medelvirdessatsen: for varje x det finns en o, (som beror pa x) sadant att
o, € (x,4x) och fx4x cos(t?)dt = (4x — x) cos(a2) = 3xcos(a?). Dirfor har vi:

N e .1 .
lim — cos(r?)dr = lim —3xcos(a?) = lim 3cos(o?).
x—0t X Jx x—0t X x—0t
Nu observerar vi det o, € (x,4x) implicerar det &, — 0 om x — 0 enligt instignings-
satsen. Sedan anvinder vi att cos(x?) ir kontinuerlig funktion av variabel x som samman-

sittning av elementira funktioner. Dirfor, om a;, — 0, d cos(a2) — cos(0) = 1.

Det foljer att lim,_, o+ ;IC x4x cos(1?)dt = lim,_,+ 3cos(a?) = 3.

g
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8. (a) Ar nedanstiende péstdenden sanna eller falska? (Ge ett bevis eller ett tydligt motex-
empel!)
Pastaende P: Om serien ;" | a; dr konvergent, sa ir talfoljden (ay) begréinsad.

Péastaende R: Om serien ) ;" , a4 dr konvergent sa ir talfoljden (ax) avtagande.

“p)

(b) For vilka virden pa konstanten ¢ > O &r serien Z T konvergent och for vilka
k=1

vérden dr den divergent? 2p)

Losningsforslag. a) Pistidende P ar sant. Bevis: Lat serien };” | ax vara konvergent. Enligt
definitionen av konvergens, detta betyder att talfoljd Sy = Zlk\':] aj av delsummor konver-
gerar mot nagot s € R. Darfor ocksd Sy_; konvergerar mot samma tal s. Nu har vi att
an = Sy — Sy—1. Dirfor, enligt rdkneregler for grinsvérde berdkningar, har vi att ay ar
ocksa konvergent talfoljd, och ay konvergerar mot s —s = 0.

Nu visar vi att varje konvergent talfoljd dr begrinsad: Antag att (a;) konvergerar mot a.
Givet € = 1 (t.ex), det finns N € N sadant att for allan > N vi har att q; € (a—1,a+1).
Lat M = max{ay,...ay,a+ 1} och lat m = min{a — 1,ay,...ay}. Da har vi att for varje
ke N, m <a, <M. Dirfor ar (ay) begréinsad

Péstdende R ar falsk. Till exempel: ¥ | 1

ar konvergent Detta visar vi genom att

(—1

observera det Zk:l 7z dr konvergent (enligt satsen), ddrfor har vi att Y7, k2) ar absolut
konvergent. Enligt satsen bevisad i foreldsningar, absolut konvergent serien dr konvergent.

— k . .o
Dirfor: };” 1 ) dr konvergent. Men q; = ( k;) dr inte avtagande for att t.ex. ag > 0> a3
((ag) dr avtagande omm forallan,ke N, k<n implicerar a, < ay.

b) Om ¢ > 1,da dr 1 4k > ¢* > 0, och sa ir: "}H —. Dirfor:
=1 > 1 > 1
< _ —
= 1
Den sista serien Z (- k4ir harmonisk serien med konstant % < 1. Dirfor, enligt satsen

=1 ¢

om harmonisk serien, Z (—)¥ ir konvergent.
c
k=1
Om0<c<1,didr0<cf<1,ochsdir 1 <cf+1<2. Dirfor: % < k+1 < 1. Serien

Z 3 ar divergent enligt divergence test for att a; = % konvergerar inte mot 0. Dérfor,
k=1

%S}

enligt jimforelsesatsen for serier har vi att ];1 o

ar ocksa divergent.



