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Tentamen bestar av atta uppgifter. Del I utgors av fem uppgifter som testar formagan att 16sa
grundldggande problem. Del II utgors av tre uppgifter som testar formagan att 16sa mer avance-
rade problem som dven kan vara av teoretisk karaktir och dr avsedda framst for hogre betyg.

Bonuspoing fran del I av inlamningsuppgifterna och fran quizzarna adderas till erhallna poéng
pa del 1. Bonuspoing fran del II av inlimningsuppgifterna adderas till erhallna poédng pa del II.
(Bonuspoing riknas bara under samma lédsar och inte vid plussning.)

Betygsgrinserna vid tentamen kommer att ges av foljande tabell, ddr kolumnerna anger podnggrins
for respektive del.

Betyg | A B C D E Fx
Dell [16 16 16 16 16 15
Delll |14 11 8 4 - -

Del II av tentamen rittas inte om mindre dn 16 poéng &r uppnadda pa del 1.

For full podng pa en uppgift krivs att Iosningen #r vil presenterad och ldtt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden tilldelas inte full poédng.

Del |

1. Betrakta ekvationssystemet

3z +y = 1

ar +y +z = a

r +y +az = 3.
a) For vilka virden pa a har systemet en unik 16sning, ingen 16sning, respektive oandligt
manga 16sningar? 2p)
b) Bestdm losningsmingden i det/de fall dir odndligt manga 16sningar finns. 2p
Losningsforslag. Uppgiften gér att 16sa med determinanten och Gausselimination, eller

bara med Gausselimination. Hér &r ett forslag som anvédnder determinanten.

a) Matrisen som tillhor ekvationssystemet ar

3 1
A= la 1
1 1

L = O



En unik 16sning finns (oavsett hogerled) omm det(A) # 0. Vi beriknar:
det(A)=3(1-a—1-1)—1(a-a—1-1) = —a*+ 3a — 2.

Vi ser att det(A) = 0 omm a = 1 eller a = 2. Dessa fall maste undersokas separat.
Om a = 1 sa &r ges ekvationssystemet av den utokade matrisen

—_ = o
— = =
(I )
W =

och vi ser direkt att rad 2 och 3 motsédger varandra. For a = 2 far vi ddremot den
utokade matrisen

=N W

1 1
1 2
1 3

=N = O

Systemet &r 18sbart (t. ex. av [0,1,1]7) oc
detta fall.

b) I fallet a = 2 anvinder vi Gausselimination pa den sista utokade matrisen fran del a:

har ddrmed o#ndligt manga 16sningar i

31 01 1 1 2]3 1 1 2 3
21112 —=(211{2|—=]0 -1 =3| -4
11 2|3 31 01 0 -2 —4|-=8.

Eftersom rad 2 och 3 &dr multipla av varandra behover vi inte fortsiitta och ser att
l6sningsméngden ges av

T t
yl=11-3t]; telR.
z 1+t

2. L&t L vara reflektionen i planet x + 2y — z = 01 R3.

a) Bestam standardmatrisen till avbildningen L. 2p)
b) Bestdm avbildningens egenvirden och egenvektorer. 2p)
Losningsforslag.

a) Reflektionen i planet med normalvektorn n ges av

. 2
refl,(x) = x — Q?n = (I — ——nn")

|2

i vért fall, dir n = [1,2, —1]7 och ||n||?6 &r standardmatrisen alltsd

X

e o2 -1 2 21
I——|2|[1 2 -1]=I-2]2 4 —2=-|-2-12
3 -1 Slor =2 1] Y1 o2 2

b) Hir krédvs ingen berdkning. En reflektion fixerar ett plan (d.v.s. ett egenvirde \; = 1
med geometrisk och algebraisk multiplicitet 1) och skickar planets normalvektor n
till —n (A\; = —1 med multiplicitet 1). Vi har alltsa ett egenviarde —1 med tillhdrande
egenvektor n och ett dubbel egenviirde 1 med tillhérande egenrum n. Detta egenrum
spinns upp t. ex. av v = [1,0,1]7 och w = [-2,1,0].



3. Finn de virden pé a, b sa att funktionen f(z) = ax + bz? i minstakvadratmeningen bést
approximerar métvirdena

z | f(z)
-2 3
-1 1
1 2
2 4.
(4p)
Losningsforslag. Vi I6ser normalekvationen
AT A m = ATp,
-2 4 3
, -1 1 1
diar A = 11 ochb = NE
2 4 4

a

b

. (10 0 T |3
AA—[O 24 och A'b= a1l

(En exakt 16sning skulle ges av A [ } = b om den fanns).

Vi beridknar

Dirmed ges 10sningen utan vidare Gausselimintation av a = 1% ochb = 2711'

4. Lat

och 18t T: R®* — R3 vara rotationen kring axeln som spinns upp av v med vinkel 7/4 i
den riktning som ges av hogerhandregeln nir tummen pekar i riktning av v.

a) Bestim en ortonormalbas 3 som innehaller v. 1p)

b) Bestim matrisen [T 5 for transformationen 7" med avseende pa basen B. 1p)

c¢) Bestim standardmatrisen [7T'] for 7. 2 p)
Losningsforslag.

a) Ett exempel pa en sadan bas édr {v; = v, vy, v}, dir

1o o Lo 0
Tlgp=|0|cosy —sinf | = 0 \/; /3
0|sinf cos% 0 \/g %



¢) Vi anvinder basbytesformeln

[T = [T)es = Mg 5[T)55Mpe e = U[T)s5U",

dar £ &r standardbasen, U &r den ortogonala matrisen som har v; som kolonner och

vi anvinder att U~ =

UT. Vi beriknar:

1'1 o —o1 |t © 01 (122
Tl=512 1 2 0 -—\@5 2 1 -2
2 -2 1| |y 1 /1 —2 2 -1

! 5

1'1+4\/§ 2-4v2 2422

=3 2+2v2 4+ 5 4- 7

2-4/2 4-5 4+ 5

5. Den linjira avbildningen 7" : R3 — R3 uppfyller:

1 2 1 —1 0 3
(|1 |=13]; T(lo]|=|1]; T|]|1|]=]0
0 1 1 1 2 1

Berdkna volymen av 7'(Q), dir @ &r kuben som spinns upp av standardbasvektorerna.
OBS: Du behdver inte rikna ut nagon avbildningsmatris till T. 4p)

Losningsforslag. Vi kan tinka pa 7' som en sammanséttning av tva avbildningar:

T=To T{l
dar
2 —1 3 1 10
=13 1 0 och Tho=1|1 0 1
1 1 1 01 2

Detta giller eftersom 77 avbildar standardbasvektorerna till de givna bildvektorerna av 7',
och T, ! avbildar de givna kiillvektorerna av 7 till standardbasvektorerna.

Eftersom vol(()) = 1 sa giller

vol(T(Q)) = | det(T)| = | det(T})| - | det(T3)["! = 11 ‘—-



Del Il

6. Vikallar en linje L genom origo en invariant linje for en linjédr transformation 7': R" — R"
omT(L) C L, d.v.s. om T avbildar punkter i L pa punkteri L.

a) Visa att varje linjér transformation 7': R® — R? har en invariant linje. 3Bp

b) Visa genom att ge ett konkret motexempel att det finns linjira transformation 7': R* —
R* utan invariant linje. OBS: Du behéver ange en konkret linjir transformation T, t.
ex. genom att ange en matris, och motivera varfor ingen invariant linje kan finnas for
denna T. 3p)

Losningsforslag.

a) En invariant linje dr exakt samma sak som en linje som spdnns upp av en egenvektor.
En invariant linje finns alltsd om och endast om avbildningen 7" har ett egenvirde
(och dirmed en egenvektor). Egenviirdena av T': R? — R? ges av nollstiillena av det
karaktdristiska polynomial xr(A), vilket dr ett polynom av grad 3. Reella polynom
av grad 3 (eller godtycklig udda grad) har alltid atminstone ett nollstille.

En forklaring av detta krévs inte eftersom det behandlas 1 analys, men hér édr en: antag
att

pA) = A"+ ap, A"+ ap.
Da dr limy o p(A) = oo och limy_, _, p(\) = —oco. Enligt medelvirdesatsen maste
det finnas ett A med p(\) = 0.

b) En 4 x 4-matris har ett karaktiristiskt polynom av grad 4, och sadana polynom
behover inte ha reella nollstillen. Ett exempel ges av p(\) = A* + 1. Vi behdver
alltsa bara hitta en matris med detta karaktiristiska polynom. Till exempel f6ljande
matris:

o O O
o O = O
o = O O

7. Betrakta foljande punkter i R3:
P=(0,3,1), Q=(2,1,1) och R=(1,1,2).

Lat L vara mingden av alla punkter i R? som har samma avstind till P, Q och R. Till
exempel ligger punkten Y = (0, 1,0) i midngden L da avstandet fran Y till var och en av
punkterna dr lika med V5.

a) Visa att L &r en linje och bestdim en parameterform for L. 3p)
b) Bestdm det minsta avstandet av L till punkterna. 3 p)
Losningsforslag.

a) Lat C' vara mittpunkten av de tre punkterna, d.v.s. den punkt pa triangeln med horn
P, @), R som har samma avstand till alla tre horn. C' &r alltsa centret av cirkeln genom
P, @) och R. Da ar C' den enda punkten i planet II som innehaller P, (), R som har
samma avstand till P, ), R. Lat n vara triangelns normalvektor, A vara en godtycklig
punkt och B = proj;(A) projektionen av A pa planet I1. Da dr enligt Pythagoras sats

[AP|* = |AB* + |BPI*, |AQI" =|AB]*+|BQJ, [|AR[]" = |ABJ’ +|BR[".



Vi ser att A har samma avstand till P, () och R om och endast om |BP| = |BQ| =
|BR|, d.v.s. C' = B. Alltsa dr mingden L i fraga linjen genom C' som &r ortogonal

mot II.
For att bestimma en parameterform kan vi anvédnda punkten Y som baspunkt och
riktningsvektor
2 1 -2
n=(Q—-P)x(R—P)=|-2| x |-2| =|-2
0 1 -2
Dirmed ér
0 -2
L= 1| +t|-2| |teR
0 -2

b) Punkten i fraga dr punkten C fran del a) enligt Pythagorasformeln ovan, vilket ar
skdrningspunkten av L och II. Planet II har (skalerad) normalvektor [1, 1, 1]T och
ges av

r+y+z=4

Genom insittning av parametriseringen av L far vi
1 1
4:(—2t)+(1—2t)+(—2t):—6t+1:>t:—§:>0: 2
1
och avstandet till P, (), och R dr

1
|C - P| = ' 1| || = V2.
0

8. L&t P: R" — R" vara en linjir transformation som uppfyller P? = P samt || Pv|| < ||v||
for allav € R™.

a) Visa att bildrummen av P och /,, — P @r ortogonala. “4p)
b) Visa att P &r en ortogonal projektion pa ett delrum av R”. 2p)
Losningsforslag.

a) Vi maste visa att for alla x, y € R",
Px-(y — Py) =0.
Betrakta vektorn z = Px + ty, for godtyckligt t € R. Enligt forutséttning &r
1Pzl < ||z,

alltsa
|P’x +tPy|* = |[Px + tPy|* < ||[Px + ty||.

Vi multiplicerar ut:

|Px||* + || Py|]® + 2tPx - Py < |[Px|* + ¢*||ly||* + 2tPx -y,



b)

vilket ar ekvivalent med
(lyll> = IPy|*) + 2tPx - (y — Py)) > 0,

och detta maste gilla for alla t € R.

Om ||y||* = || Py||* sa dr polynomet linjirt och olikheten bara kan uppfyllas om det
ar identiskt 0.

Om diremot polynomet har iett nollskilt (positivt enligt forutsidttningen) koefficient
for t2, och har tva olika nollstillen si antar det negativa virden mellan dem, déarfor
maste den linjdra termen dven i detta fall vara lika med 0:

vilket skulle visas.

Allmint karaktdriseras en ortogonal projektion () av att det finns ett delrum V' med
ortogonalt komplement V' sidan att Q(z) = x niirz = x+y forx € Vochy € V+.

I vart fall skriver vi z = P(z) + (z — P(z)). Om vi sétter V = im(P), bilden av P,
sd har vi att x = Pz € V ochenligta) atty = z — P(z) € V+ och

P(z) =x.

Alltsa dr P = projy,.



