Institutionen for matematik
ﬁ@% SF1681 Linjir algebra, fk
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L

Losningsforslag till tentamen
Modelltentamen

DEL I — BASALA PROBLEM

1. Berdkna den Jordankanoniska formen for den linjdra operatorn D: Py — P, som ges
av D(f) = f'(x) dédr P, dr vektorrummet av polynom av grad hogst fyra med komplexa
koefficienter.

4p)

Losningsforslag. Om vi viljer basen {z"/n!}*_, for P; har vi att D(e,) = e, férn =
1,2,3,4 och D(e;) = 0. Matrisen for D ar ddrmed
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o

vilket dr den Jordankanoniska formen med ett enda Jordanblock.

Svar. Den Jordankanoniska formen ar
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2. LatV C L*(S;,) = L*([0, 27, C) vara inre-produktrummet med bas som ges av funktio-
nerna sin nx, for n = 1, 2, 3 med den inre produkten

2w

(flg) = f(x)g(z) dx.

0
Bestdm matrisen for operatorn L: V' — V' som ges av

L(f)(x) = / " F(t) cos(a — 1) dt

med avseende pa den givna basen och avgér om operatorn ir sjdlvadjungerad.
(4 p)

Losningsforslag. Den givna basen dr ortogonal och vi kan normera den for att fa en orto-
normal bas. Vi har att

2
L(sinnz) = / sinnt cos(z — t) dt
0

1 27
25/ (sin(nt + z —t) + sin(nt — (x —t))) dt
0
Tsinx n=1
= —7msinz n=-—1
0 n # £1.

eftersom sin(mt £ z) har medelvirde noll under en hel period utom for m # 0 da me-
delvirdet dr sin(+x). Matrisen for L med avseende pa den givna basen &r dirmed

T 0 0
0 00
0 00

Vi har sett att den givna basen bestod av egenvektorer med reella egenvérden och eftersom
basen ir ortogonal betyder det att operatorn ir sjdlvadjungerad.

och operatorn dr sjdlvadjungerad.

o O O
o O O

T
Svar. Matrisen ar |0
0
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3. Lat A vara 3 x 3-matrisen med element i Z, - heltalen modulo 2 - som ges av

111
A=11 0 1
110
Bestdm minimalpolynomet till A och anvind detta for att avgora om A ér diagonaliserbar.
(4 p)
Losningsforslag. Vi beriiknar potenserna A% och A2 och fér
1 1 1]t 1 1] [r 0 0]
A*=11 0 1| |1 0 1| =10 01
1 1 0] (1 1 0] 0 1 0]
och ~ o . ~ -
1 1 1{]|1 0 O 111
A*=11 0 1]1]0 0 1| =1{1 1 0
1 1 0[]0 1 0 1 01

Vi kan representera matriserna som rader i en matris genom att ligga raderna efter varand-
ra. Matrisen som motsvarar potenserna A%, Al, A% och A3 blir da

100010001
1111011 0
1000010 0
111110101
Eftersom de tre Oversta raderna &r linjart oberoende har minimalpolynomet grad tre och
vi kan anvdnda Gausselimination for att se att summan av raderna &dr noll. Det gor att
minimalpolynomet ér g4 (z) = z® 4+ 2% + z + 1. Eftersom ¢4(0) = 1 och g4(1) = 0 har vi

bara ett egenvirde och eftersom matrisen inte dr en multipel av identitetsmatrisen kan den
inte vara diagonaliserbar.

—_ =

Svar. Minimalpolynomet ér q4(z) = 2® + 2% + x + 1 och matrisen ir inte diagonaliserbar.
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DEL IT — BEGREPP OCH SATSER

4. For singuldrvirdesuppdelning av matriser anvinds begreppet unitdra matriser.
(a) Vad betyder det att en matris dr unitdr?

(1p)
(b) Ge ett belysande exempel pa en unitir 2 X 2-matris.

(1p)
(c) Hur anvinds singuldrviardesuppdelning for definintion av pseudoinvers?

(1p)
(d) Ge ett belysande exempel pa pseudoinversen av en 3 x 4-matris.

(1p)

Losningsforslag.
(a) Matrisen A #r unitdr om A ir kvadratisk och AAT = I, dvs AT = A~!, dir Af
betecknar det Hermiteska transponatet.
(b) For en unitir 2 x 2-matris behdver vi tva vektorer i C? som har lingd ett och som ir
ortogonala mot varandra. Om vi forst viljer vektorn

1ti
u= i
2

har vi att lingden 4r 1 och vi kan sedan se pa villkoret att (u, v) = 0 och far

14d_ . 1—17_
v v
2 1T P
dvs U1 = ivy. Med v = a far vi vy = —ia. For att langden av v ska vara 1 krévs att

la|? = 1/2. Vi kan vija a = 1/+/2 och far att

1+i 1i
A:{Ei %}
V22

ar unitér.

(c) Vid singulirvirdesuppdelning av en m x n-matris A skriver vi A = UX VT diir U och
V' &r unitira matriser av storlek m x m, respektive n x n och X dr en diagnoalmatris
dir diagonalelementen idr icke-negativa reella tal. Vi definierar pseudoinversen som
AT = VXHUT dir ©F fis genom att invertera alla nollskilda diagonalelement i ¥. Vi
far diirmed att UTAA*U = D som ir en kvadratisk diagonalmatris av storlek m x m
diir diagonalelementen ir ett eller noll och motsvarande giller for VAT AV,

(d) Vi kan ta matrisen

1111 1 1/V3
A= 111 1| =|1][1 1 1 1]=2v3|1/V3| [1/2 1/2 1/2 1/2]
1111 1 1/V3
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Vi har bara ett nollskilt singuldrvérde och vi far pseudoinversen som

1/2 111
At = (2v3)7! }g [1/V3 1/V/3 1/V3 }:1—12 } 1 }
1/2 111
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5. 1 boken finns en sats som ger sambandet mellan tva egenskaper hos ett par diagonali-
serbara operatorer pa ett dndligdimensinellt vektorrum, att de kommuterar och att de ar
samtidigt diagonaliserbara.

(a) Vad betyder de bada egenskaperna?

(1p)
(b) Vilket dr sambandet?

(1p)
(c) En del av sambandet ir enkelt att bevisa. Vilket? Hur bevisar man det?

2p)

Losningsforslag.

(a) Att A och B kommuterar betyder att AB = BA. Att de dr samtidigt diagonaliserbara
betyder att vi kan hitta en bas for vektorrummet dér alla basvektorer dr egenvektorer
till bade A och B. Med avseende pa denna bas blir matriserna for de bada operatorer-
na bada diagonalmatriser.

(b) For dndligdimensionella vektorrum &r dessa tva egenskaper ekvivalenta for diago-
naliserbara operatorer, dvs A och B kommuterar om och endast om de 4r simultant
diagonaliserbara.

(c) Det dr ldttast att visa att simultant diagonaliserbara operatorer kommuterar i och med
att vi med avseende pa den gemensamma egenbasen kan representerar bada operato-
rerna med diagonalmatriser. Multiplikationen mellan diagonalmatriser dr kommutativ
eftersom den sker komponentvis och multiplikationen mellan diagonalelementen &r
kommutativ.
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DEL III - AVANCERADE PROBLEM

6. Den linjira partiella differentialekvationen

82 82
_f — k2_f =0
0x? oy?
dér k &r en nollskild konstant kan analyseras med hjélp av linjdra operatorer och deras

egenviirden och egenvektorer pa vektorrummet C*°(R?).

(a) Skriv differentialoperatorn % — k2 0 5,2 Somen produkt av tva kommuterande opera-

torer, L; och Lo och bestim egenvektorerna till var och en av dessa operatorer.
(2p)
(b) Visa att egenvektorerna med egenvirde O till L; o Ly kan skrivas som summor av
egenvektorer med egenvirde 0 for L, respektive L, och anvénd det for att skriva upp
den allménna l16sningen till differentialekvationen.

2p)
Losningsforslag.
(a) Vikan skriva L = L o Ly dér
0 0 0 0
L= —+k— h L — —k—
. * Jy ¢ 27 Oz oy
Dessa kommuterar eftersom 2L 8f = 8y8:c for f i C>(R?).
(b) Vi kan inf6ra nya variabler u och v sa att
0 Oxd 0Oyo g Ox 0 0Oyo
Ly = = h Ly= .
YT ou T duox * ou Oy oc T v Ovox o ov 8y
Dirfor behover vi att
ox dy ox dy
— =1, ==k =1 och —=-k
ou " Ou _— R » '

vilket vi far om z = u + v och y = k(u — v). Vi kan nu se att egenvirdena till L,
ar alla reella tal \ och egenvektorerna g(v) exp(Au) = g(x/2 — y/2k) exp(A(z/2 +
y/2k)) for A # 0. Egenvirdena for Ly dr ocksa alla reella tal och egenvektorerna
h(u) exp(Av) = h(x/2+y/2k) exp(A(z/2—y/2k)). For A = 0 far vi egenvektorerna
g(v) respektive h(u) for godtyckliga funktioner g och h i C*°(RR).

(c) Det dr klart att funktioner pa formen f(u,v) = h(u)+g(v) uppfyller att Ly o Ly(f) =
0 eftersom L;(h) = 0 och Ly(g) = 0.0m Lo Ly(f) = Okan vi se att Lo(f)(u,v) =
g(v) for nagon funktion g,eftersom Lo(f) € ker L;. Ddrmed far med integration med
avseende pa v att f(u,v) = G(v) + h(u), dir G'(v) = g(v).
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7. Lat L: V' — V vara en operator pa ett reellt vektorrum som med basen {ey, e, €3} for
V' ges av matrisen
2 2 1
A=|1 -1 -1
-2 -1 =2
Med hjélp av L far vi en avbildning L ® L*: V ® V* — V ® V* fran den bilinjéra
avbildningen V' x V* — V ® V* som ges av (z,¢) — L(z) ® L*(¢), for z € V och
Qe V.
(a) Bestdm matrisen for L ® L* med avseende pd basen {e; @ €] }.
2p)
(b) Bestidm det(L ® L*). (Ledning: det(L) = 7.)
2p)

Losningsforslag.
(a) Vi har att
3 3 3 3
L(e; ® e;-) =L(e;) ® L*(e;) = <Z Akiek) ® (Z Ajg@Z) = Z Z AriAjeer ® e
k=1 =1 k=1 (=1

Om vi ordnar basen {e; ® €], e2 ® e}, e3 @ ef,e1 R €5, e R €5, e3 Vel e1 ® el 69 @

e}, es @ e} } betyder det att vi far en blockmatris med nio 3 x 3-block dir varje block

ar en mulitipel av matrisen A, dvs

B = [AppA ApA AzpA
Aj3A ApzsA AgzA
dvs
4 4 2 2 2 1 -4 —4 =27
2 -2 -2 1 -1 -1 =2 2 2
-4 -2 -4 -2 -1 -2 4 2 4
4 4 2 -2 -2 -1 -2 -2 -1
B=|2 -2 -2 -1 1 1 -1 1 1
-4 -2 -4 2 1 2 2 1 2
2 2 1 -2 -2 -1 -4 -4 =2
1 -1 -1 -1 1 1 -2 2 2
2 -1 -2 2 1 2 4 2 4|
(b) Vikan utvidga koefficienterna till C dér vi kan diagonalisera matrisen eller atminstone
fa den pa overtrianguldar form. Nar vi sedan ser pa matrisen for L ® L* far vi en
block-undertriangulédr matris varfor determinanten dr produkten av determinanterna
for matriserna pd diagonalen. Dirmed blir determinanten (det(A))® = 75. (Det ka-
rakteristitka polynomet r p4(x) = x4+ x? — 5z — 7 och eftersom det inte finns ndgra
gemensamma delare mellan p4(x) och p/y(x) = 322 + 2z — 5 kan vi sluta oss till
att egenvirdena dr distinkta i C och A 4r diagonaliserbar 6ver C. Pa sa vis far vi en
diagonalmatris dven for L ® L*.)

8
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Svar.
(a) Se ovan.
(b) det(L ® L*) = 7°.
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8. Foljden {x;};>( definieras genom den linjdra rekursionen x; o = x;11 + x;, for i > 0 och
xo = 1 = 1. Bestim x5p17 om ridkningarna sker i Zq;.

4 p)

Losningsforslag. Vi kan l6sa rekursionen med hjélp av

TR

For att hantera detta forsoker vi diaginalisera matrisen. Den karakteristiska ekvationen &r

det([x_l _1]):0 s P—r—1=0.
—1 T

Vi kan l6sa ekvationen i1 Z;; genom att prova de elva mojliga rotterna eller genom att

anvinda = 1/2 4+ /(1/22+1 = 6 £ V62 +1 = 6 + V4 = 6 & 2. Vi far alltsa

egenvirdena 4 och 8 och vi kan sluta oss till att 16sningen kan skrivas som

z; = a4’ + 38
Begynnelsevirdena ger ekvationssystemet

a + B =1

da + 88 = 1

som har 16sningen « = 7/4 = 7-3 =21 = 10 och = —3/4 = —9 = 2. Didrmed ir
x; = 2 -8 — 4%, f6r i > 0. Den multiplikativa gruppen i Z;, #r cyklisk av ordning 10, s&
vi far att To017 = X7. Vi far att {xi}Z:O = {1, 1, 2, 3, 5, 8, 2, 10} Alltsa ar To017 = 10.

Svar. To017 = 10.

10
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9. Exponentialavbildningen for reella eller komplexa matriser ges av exp(A) = Y2, A*/il,
for Ai M, (k) ddar k = Reller k = C.
(a) Visa att exp(A) € SL,(R) 'om och endast om Tr(A) = 0 for A i M,(R).
2p)
(b) Lat V' C My(k) gesav V = {A € My(k): Tr(A) = 0}. Avgor om exponentialav-
bildningen exp: V' — Sly(k) ér surjektiv for £ = R respektive k = C.
2p)

Losningsforslag.

(a) Vi utvidgar koefficienterna till £ = C kan vi anvidnda Jordans normalform och kan
ddrmed vilja bas sa att matrisen blir 6vertrianguldr med egenvérdena Ay, ..., \, pa
diagonalen. Dirmed blir exp(A) ocksa vertrianguldr med exp(A;), ..., exp(A,) pa
diagonalen. Diarmed dr det exp(A) = exp(Tr(A)) och det exp(A) = 1 om och endast
om Tr(A) € 2miZ. For reella matriser hinder det precis om sparet ér noll.

(b) Vi borjar med fallet £ = R. Eftersom sparet dr noll har vi att egenvérdena dr +X eller
+i\ for nagot reellt tal. I det forsta fallet &r matrisen diagonaliserbar och vi far att
exp(A) har egenvirden exp(\) och exp(—X\) som bada ir positiva, eller exp(i\) och
exp(—i\) som bada har belopp 1. Det gar dirmed inte att fa matriser som har negativa
reella egenvirden utom —1 pa detta sitt. Det enda fall som aterstar dr att matrisen bara
har egenvirde 0 och inte #r diagonaliserbar. Da far exp(A) bara egenvirde 1. Alltsa
ar exp: V' — Sly(k) inte surjektiv for £ = R.

For k = C kan vi anvinda Jordans normalform och kan skriva matrisen pa formen

Ny

om den inte dr diagonaliserbar. Om matrisen ligger i V' maste A = 0 och vi far

(o ol) =+ b o =1

Om vi borjar med en diagonaliserbar matris i V' far vi att exp(A) ocksa dr diagonali-
sebar. Darmed finns det inget sétt att fa matrisen

-1 1
0 -1
som exp(A) fér ndgon matris i V. Ddremot skulle vi kunna fa den som
im =11\ _[-1 1
“PAlo n)) "0 -1

Vi drar slutsatsen att avbildningen inte 4r surjektiv i nagot av fallen. (Det reella fallet
foljer av det komplexa eftersom matrisen vi fann pa slutet &r reell.)

ISL,, (k) dr n x n-matriser med determinant 1.

11



SF1681 Linjir algebra, fk Losningsforslag till tentamen 2017-13-32

Svar.
(b) Avbildningen ir inte surjektiv.

12



