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DEL I — GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Givet planet
H = {x € R®: 2z, + 325 + 613 = 49}
Bestidm avstandet mellan planet H och punkten P = (4,6, 12). 4p)
Losningsforslag. Lat x = [4,6,12]7. D4 ges avstandet mellan planet H och x av
Ix — proj; x||
Projektionen proj x dr lika med
: <X — t7 n>
rojyXx=X——-—n
pProjy <1’1, 1’1)
dir n dr en normalvektor till planet  och t dr en godtycklig vektori H.
En normalvektor ges av n = [2, 3, 6] och vi observerar att t = n = [2,3,6]7 ir en
vektori H.
Alltsa erhaller vi

Ix — projy x| — —n'

— 1/224_324_62
7

Svar. Avstandet mellan H och P ir lika med 7.
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2. Givet
113 =2
A= 120 2 2
315 0
Bestdam rangen, rank A, av A och en bas till nollrummet, Nul A, av A. 4p)

Losningsforslag. Vi betraktar den associerade totalmatrisen av A och anvinder Gausselimi-

nation:
[1 1 3 =2 0] 1 1 3 =20
[A 0] ~ |2 02 2 0[~|[0 -2 —4 6 0
315 0 0 0 -2 —4 6 0
[1 1 3 =2 0] 101 1 0
~ 101 2 =30/~]012 =30
000 0 0 000 0 O

T —X3 — X4 —1 —1
| T2 —21’3+31’4 o —2 3
X = vyl T s = I3 1 + 24 0
T4 Ty 0 1
och diarmed att
—1 —1
-2 3
B= 1’10
0 1

ar en bas av Nul A. Speciellt dr dim Nul A = 2, och med rangformeln erhaller vi att
rank A =4 —dimNulA=4-2=2.

ochrank A =2
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3. Givet matrisen

2 01
A= 1030
10 2
Bestim en ortogonal matris P och en diagonalmatris D sidana att D = PTAP. 4p)

(1 podng av 4 podng ges for att visa att egenvérdena av A édr 1 och 3.)
Losningsforslag. Matrisen dr symmetrisk och har ddrmed en ortonormerad bas av egenvek-
torer. Det karakterististika polynomet ges av

2—-A 0 1
det(A—Al3) = det| 0 3—=X 0
1 0 2—A

= (Q—A)det[gg)‘ QEA]Hdet[gEA (1)}
= 2-)2*B-XN)—-(3-)
= B-ME2-2)-1)=36-11-)

vilket visar att egenvirdena dr 3 och 1. Motsvarande egenvektorerna ges av nollrummen
till matriserna A — 315 och A — I3. Gausselimination ger

-1 0 1 O 1 0 -1 0 1 010 1 010
0o 0 0 Of~100 O O},{0 2 0 O0[~|(0 10 Of,
1 0 -1 0 00 0 O 1010 0000

) ) T T . T .. .

vilket visar att [0 1 0], [L 0 1], respektive [-1 0 1] d&r egenvektorer. Vi ob-
serverar att dessa vektorer dr ortogonala mot varandra. Vi far en ortogonal matris P som
uppfyller PT AP = D genom att normera dessa egenvektorer och siitta dem som kolonner

i P. Alltsa
V2/2 0 —/2/2
P = 0 1 0
V2/2 0 V2/2
Om vi sitter D som diagonalmatrisen med de motsvarande egenvirdena pa diagonalen,
alltsa
3 00
D=10 3 0f,
0 01
da giller PT AP = D enligt spektralsatsen.
g
V2/2 0 —/2/2 300
Svar. P = 0 1 0 ochD= (0 3 0
V2/2 0 V2/2 001
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4. Lat P, = (0,0), P, = (2,1), Py = (0,1) och Py = (2, 2) vara hdrnen av en parallellogram
I C R? och 14t T': R? — R? vara den linjira avbildingen som ges av

T . 3(E1 — X9
r([m) =[]
Bestdm arean, area(7'(I1)), av bilden av IT under avbildingen 7. 4 p)

Losningsforslag. Vi observerar att I1 spidnns up av

P2:|:?:| och P3:|:(1):|,

eftersom P, = P, + P35 (betraktade som vektorer). Ytan av II ges av

areall = |det[P, Ps]| = |det E ﬂ =2.
Dessutom géller
T T o 33171 - .1]2_ . 3 —1 -ZEl
T o T+ X9 ] o 1 1 _IQ '
Alltsa far vi att
area T'(IT) = |det E’ _11 areall =4-2=8.

Svar. Ytan av 7'(II) dr lika med 8.
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A= H ﬂ och b = m |

Bestam en minstakvadratlosning till systemet Ax = b. 4p)

5. Givet

Losningsforslag. En vektor X € R? dr en minstakvadratldsning om och endast om den ir en
16sning till normalekvationen

ATAx = A™b

V1 har
T,  |—1 —=1]|-1 1} |2 =2
ATd= { 1 1]|-1 1] [|-2 2
-1 -1} (2] |-6
1 1|(4] |6
2 =2{_ |-6
—2 2 |*7 |6 |"
Vi anvinder Gausselimination pa totalmatrisen och erhaller

2 -2 -6/ |12 =2 6] |1 -1 =3
-2 2 6 0O 0 0|0 0 O

Parameterformen av 16sningen &r

och

Vi maste alltsa 16sa systemet

Om vi sitter 25 = 0, till exempel, d& erhdller vi att x = [—3, 0] 4r en 16sning till normalekva-
tionen och dirmed en minstakvadratlosning av Ax = b.
0

Svar. Vektorn x = [—3,0]7 #r en minstakvadratldsning.
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DEL II — AVANCERADE PROBLEM

6. Lat
A— {an a12}

Qg1 Q22
vara en given matris och lat avbildningen 7" ges av

T - R2><2 N R2X2
X — AX.

(i) Visa att 7" dr en linjdr avbildning. 2p)
(ii Lat B = { B, By, B3, By} vara en bas av R?*? som ges av

10 01 00 0 0
Blz|:0 O:|,B2:|:0 0],B3:{1 O:| OChB4:|:0 1:| .

Bestidm B-matrisen [T'|5 for avbildningen 7. 4 p)

Losningsforslag. (i) For alla matriser X, Y € R?*2 och alla skalirer ¢ € R giller
TX+Y)=AX+Y)=AX+AY =T(X)+T(Y)

och
T(cX)=A(cX) =c(AX) = T'(X)
enligt rdknereglerna for matriser. Ddrmed 4r 7" en linjdr avbildning.

(ii) Lat
A= 11 Q12
Q21 Q22
Vi har ) o ; _ _
~lann a| |1 O]  |an Of
T(B,) = 051 an)| _O 0_ = lay 0_ = a1 By + a1 B3,
. -all a12- [0 1] o 0 @11- o
T(By) = 451 x| [0 0] =10 a1 = a1 By + a1 By,
~Jan ap] [0 0] [ae O]
T(BS) — _(I21 a22- -1 0- - _(1/22 0_ _a12B1+a22-B37
o _an a12_ [0 0] o 0 Cl12_ o
T(B,) = 021 an| _O 1_ = _0 52 = a12B9 + a0 By,
och diarmed har vi
ann 0 a2 O
0 an 0 a
B= 1)|B 2)1B 3)|B 4)|B] =
Tls = [P(B)ls [T(B)s [T(B)ls BNl = [, 0 .

0 a921 0 99

a1y 0 19 0
0 a1 0 a19

921 0 929 0
0 agq 0 a9

Svar. [Tz =
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7. Lat Py = {ag + a1t + ast®: ag, aq,ay € R} vara vektorrummet av alla polynom av grad hogst 2
med en inre produkt definierad som

{p(1),q(t)) = p(=1)g(=1) + p(0)g(0) + p(1)q(1)
for alla p(t),q(t) € Py. L&t W = span{t® — 1} vara delrummet av P, som spénns upp av
polynomet ¢> — 1. Bestéim en ortonormal bas for det ortogonala komplementet W+,

(6 p)

Losningsforslag. Lat r(¢) = t> — 1. Eftersom W spéns upp av r(t) ir p(t) € WL ekvivalent med
(p(t),r(t)) = 0. Vi har

(1), r(1)) = p(=1)r(=1) +p(0)r(0) + p(1)r(1) = p(=1) - 0+p(0) - (=1) +p(1) -0 = —p(0) .
Alltsadr p(t) € W+ omm p(0) = 0. Dirmed giller W+ = {a;t + ast?: a1, a, € R}. En bas av
W &r {t,1?}. Vi observerar att denna bas ir en ortogonal bas eftersom

) =(=1)-(=1)*+0-0°+1-1*=0.
Dessutom giller
1t = (=1)-(=1)4+0-0+1-1=2
121> = (=1)?-(-1)?+0*-0°+1*-1* =2,
alltsa ||t]| = ||2]| = V2.

Vi erhaller att B = \/%, % 4r en ortonormerad bas av W+,
O
N
Svar. B = {%, 75}
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8. En kvadratisk matris A € R™*" kallas strikt overtrianguldr om a;; = 0 for allai > j.
(i) Visa att endast nollmatrisen dr bade strikt overtriangulédr och diagonaliserbar.

G p)
(i1) Visa att en strikt Overtriangulédr n X n matris, A, uppfyller att A" = 0. 3Bp

Losningsforslag. (i): Eftersom A dr 6vertriangulér dr egenvirdena lika med elementerna pa diago-
nalen. Alltsa dr O den enda egenvirde med den algebraiska multipliciteten n. Egenrummet &r lika
med nullrummet av A —0- I,, = A. Om A 4r inte lika med nollmatrisen, da finns det en icke-noll
kolonn i A. Darmed dr rank A > 0, och vi fa dim NulA = n — rank A < n enligt rangformeln.
Alltsa dr den geometriska multipliciteten dim Nul A mindre an den algebraiska multipliciteten
och A dr inte diagonaliserbar. Alltsa maste A vara lika med nollmatrisen vilken dr diagonaliserbar
och strikt dvertrianguldr.

(ii): For varje 1 < i < nlat W; = span{ey, ..., e;} och Wy = {0}. For en godtycklig vektor

V:)\181+)\262+"‘+>\iei
in W, giller
A()\lel + )\262 + -+ )\Zel) = )\11461 + )\QAeQ 4+ 4 )\ZAel

(2

7j—1
= E )\JE QAk; €k
k=1

j=1
Speciellt géller Av € W;_; och dirmed T4 (W;) C W;_;.
Om vi anvinder T4 n ganger pa W,, = R" da erhaller vi

TR(W,) C T4 (Wot) C T4 (Wag) C - C Ta(Wh) € W, = {0}

Alltsa @r 7"} lika med nollavbildningen och didrmed A™ lika med nollmatrisen.



