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DEL I — GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. L4t T: R? — R? vara den linjira avbildningen som ges av

1 0 —1 23
T(x) = 4 6 |x, forallaxcR?
01 1
0 —1
Bestim en matris A sidan att 7~!(x) = Ax for alla x € R, @p

Losningsforslag. Vi beridknar forst produkten av matriserna till
IR
0 —1
Matrisen for inversavbildningen ges da av inversmatrisen
[2 4}1: 1 [5 —4}:1[—5 4}
45 2.5—4.4|-4 1 614 —2
dir vi kan kontrollera att

1[-5 4)[2 4] _1[-52+44 —54+4.5] _[1 0
6|4 —2[|4 5 6|42+4(=2)-4 4-44(=2)-5| |0 1

-5 4
_1
Svar. A = g [ 4 _2}
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2. Lat
2 5 11
A= 14 3 29
1 2 6
Bestim en bas till nollrummet NulA och en bas till radrummet Row A. 4p)

Losningsforslag. Varken radrum eller nollrum &ndras vid elementédra radoperationer. Vi
utfor Gausselimination dér vi borjar med att ordna om raderna och far

2 5 11 R3 1 2 6 Ry —2R, 1 0 8
A= |4 3 29|~ |R—-2R3| =10 1 —1|~ Ry =01 -1
1 2 6 Ry —4R3 0 -5 5 R3+5R, 00 O

De tva nollskilda raderna dr nu linjért oberoende och utgor en bas for radrummet. Noll-
rummet fas genom att sitta en parameter for de variabler som motsvarar kolonnerna utan
ledande etta i det homogena linjdra ekvationssystemet Ax = 0. Darmed far vi 16sningarna

X1 —8t
X | = t
X3 t
och vektorn [—8 1 1} r utgdr en bas for nollrummet. [

Svar. {[1 0 8] T 0 1 —1] T} utgor en bas for radrummet och {[—-8 1 1] T} utgor en
bas for nollrummet.



SF1672 Linjar algebra Losningsforslag till tentamen 2020-01-10

3. Givet matrisen

300
A= 100 2
020
Bestim en ortogonal matris P och en diagonalmatris D sidan att D = PTAP. 4p

Losningsforslag. Matrisen dr symmetrisk och har dirmed en ortogonal bas av egenvektorer.
Det karakterististika polynomet ges av

x—=3 0 0
det(xls —A)=det| 0 x 2| =(x-3)x*—4)=(x—-3)(x—2)(x+2)
0 -2 x

vilket visar att egenvirdena dr 3, 2 och —2. Motsvarande egenvektorer ges av nollrummen
till matriserna 313 — A, 213 — A och —2/3 — A. Gausselimination ger

0 0 0 010 2 0 o0 10 0] -2 0 o0 100

0 3 —2|~l001]|,l0 2 —2|~l01 —1],]0 —2 —2[~]0 1 1],

0 -2 3 00o0[ [0 -2 2 00 0 0 -2 -2 000
T

vilket visar att egenvektorerna ar [1 0 O] T, [O 1 1} T, respektive [O 1 — 1] .
Vi fir en ortogonal matris P som uppfyller PP AP = D genom att normera dessa egen-
vektorer och sitta som kolonner i P. Alltsa

1 0 0
P=10 v2/2 V2/2
0 V2/2 —V2/2
vilket ger
1 0 0 300/t O 0 30 0
PTAP= |0 v2/2 V2/2 | [0 0 2|0 v2/2 V2/2 =02 0
0 v2/2 —v2/2| [0 2 0| |0 v2/2 —V2/2 00 —2
O
1 0 0
Svar. P= |0 V2/2 V2/2 |.
0 V2/2 —/2)2
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4. Lat
H = {XERS: x| —2x0 —2x3 :0}
och
H, = {XER3: x) —2xp —2x3 =9}
vara tva parallella plan i R3. Bestim avstandet mellan H; och Hs. “4p)

Losningsforslag. Planen dr parallella och har samma normalvektor. Genom att vilja en god-
tycklig vektor mellan planen och projicera den pa normalvektorn kan vi berdkna avstandet

mellan planen. Origo ligger i H; och (9,0,0) ligger iH,. Alltsa gar vektorn x = [9 0 O] !

mellan planen. En normalvektor dr n = [1 -2 —2} " och projektionen av x pa n ges av

x-n 9.140-(~2)+0-(—2) NI I
y= M= ol =22 =2
n-n L 14+(=2)(=2)+(=2)(=2) | 5| 9|_» s
Avstandet mellan planen &r nu ||y = /12 + (=2)2 +(=2)2 = V9 = 3. O

Svar. Avstiandet mellan planen &r 3 lingdenheter.
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5. Lat
10 0
A=11 1 ochb= |1
0 1 0
Bestdm en minstakvadratlosning till matrisekvationen Ax = b. 4p)

Losningsforslag. Minsta kvadratlosningen ges som 16sningen till normalekvationen A7 Ax =
ATb. Vi beriknar normalekvationen genom

10 0
s 110 21 o 110 N
AA—[Oll]é}_L 2] OChAb_[011](1)_M

Vi 16ser normalekvationen med hjélp av inversmatrisen
T2ty 2 1)1 11
=11 2 1| 2.2-1-1|—-1 2|1 3]|1|°

Svar. x = Eﬁ}
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DEL II — AVANCERADE PROBLEM

6. Lat n vara ett naturligt tal och
V, = {AcR™": AT = —A}.

(a) Visa att V), dr ett delrum av vektorrummet R”*" av n X n-matriser. 2p)
(b) Bestam en bas for V,. 2p)
Losningsforslag.

(a) Vi ska visa att V,, innehaller nollvektorn och att det &r slutet under addition och mul-
tiplikation med skalir. Nollmatrisen ligger i V eftersom 07 = —0. Om A och B ligger
i V,, har vi att AT = —A och BT = —B. Dirmer fir vi att (A +B)T = AT + BT =
—A+ (—B) = —(A+ B), vilket visar att 4ven A + B ligger i V,,. Om a &r en skalér far
vi att (@A)T = aA” = a(—A) = —(aA), vilket visar att ocksd aA ligger i V,,. Dirmed
har vi visat att V,, dr ett delrum av vektorrummet av alla n X n-matriser.

(b) Om A = (a;;) ligger i V}, har vi att a;; = —aj; for alla i, j frén 1 till n. Om i = j ger
det a;; = 0 och om i < j kan vi 16sa ut g;; frdn a;; som a;; = —aj;. Vi har didrmed
att alla element a;; med i > j kan viljas som parametrar och alla 6vriga element blir
bestimda av dessa. Ddrmed 4r dimensionen for V, lika med n(n — 1)/2 och en bas
ges av matriserna A;;, i > j med

1 omk=ioch/{=j,
(Aij)kgz —1 omk=joch/l=i,
0 annars.
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7. Lat
Py = {p(l‘) =ap+agt —l—aztz —{—a3t3 D ap,ay,ap,a3 € R}
vara vektorrummet av alla polynom av grad hogst 3. Lat 7': P; — IP3 vara den linjéra
avbildning som definieras genom

T(p(t)) = (t+1)p'(1)
for alla polynom p(r) € P3. Bestdm en bas & for P3 sadan att %-matrisen [T]4 dr en
diagonalmatris. (4 p)

Losningsforslag. Vi viljer en bas & for P; som ges av de fyra polynomen 1, ¢, > och £°.
Matrisen for 7 med avseende pa denna bas beriknas genom att se pa bilderna av polyno-
men. Vifar T(1) = (t+1)-0, T(t) = (t+1)- 1=t +1,T(¢?) = (t+1) -2t = 2¢> +2¢ och
T(£3) = (t+1)-3t> = 3¢3 + 312 vilket ger matrisen

0100

1 20
00 23
0 00 3

dir kolonnerna utgor koordinatvektorerna for bilderna av basvektorerna i basen &. Vi vill

nu hitta en annan bas % sa att matrisen [T blir en diagonalmatris. Detta betyder att vi

vill diagonalisera matrisen A. Eftersom A dr 6vertriangulér ser vi att egenvardena ar 0, 1,

2 och 3. Vi far egenvekrorerna genom att berikna nollrummen till Ay — A for dessa fyra

egenvirden. Vi far

A=[T]s =

0 -1 0 0 0100 1 -1 0 0 1 =1 00
0 -1 -2 0 0010 0 0 -2 0 0 0 10
0 0 -2 =3[7looo0 1| |0 0 =1 =3/7lo 0 o 1|’
0 0 0 -3 0000 0 0 0 =2 0 0 00
2 -1 0 0 10 —-10 3 -1 0 0 100 —1
0 1 -2 0 01 -2 0 0 2 -2 0 010 -3
0o 0 o0 =3/71o0 o 1| o o 1 =3]7100 1 —=3|°
0 0 0 0 0 0 0 000 O

0
0O 0 -1 00
[ T

Detta ger egenvektorerna [1 0 0 0]", [t 1 0 o', [t 2 1 o', [1 3 3 1]
som motsvarar polynomen 1, + 1,12 +2t+1 = (t+1)?> och 3 4+ 31> + 3t +1 = (t +1)°.
Med avseende pa denna bas blir matrisen

—

0000
0100
D:m%:oozo
0003

Svar. Z={1,1+1,(t+1)2 (t+1)3}
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8. Lat n vara ett naturligt tal och l1ata;,ap,...,a, | € R"” varan— 1 vektorer. Lat x € R" vara
definierad genom
xi:det[al a - a,_ ei] fori=1,2,...,n,
direj,es,...,e, betecknar standardenhetsvektorerna i R”.
(a) Visaattdet|a; a, --- a,_| X|= x> Q2p
(b) Visaattx € (span{ay,...,a, 1})*. 2p)
Losningsforslag.

(a) Vi har att determinanten &r en linjédr funktion om vi fixerar de n — 1 forsta kolonnerna
till bara varierar den sista. Eftersom x = x;e; +xse, + - - - +x,,€,, far vi

n
det[a; ay -+ a,; X}:indet[al a - a, | ei}:Zx%:||x||2
i=1

vilket skulle visas.

(b) Vikan utveckla vektorerna aj,a;,...,a,_1 i standardbasen och firdda; =Y, aj;e;.
Vi anvinder pa nytt linjériteten hos determinanten och att determinanten &r noll om
en kolonn upprepas for att se att

n
O=det[a; ay -~ a,1 aj]=)Y apx=a;-x, j=12,...,n-1,
i=1
vilket visar att x dr ortogonal mot alla vektorerna aj,ay,...,a,_1. Ddrmed ligger x i
det ortogonala komplementet (span{ay,...,a, 1})*.

O



