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TENTAMEN, DEL 2
SF1544
NUMERISKA METODER, GRUNDKURS
Tisdag 3 juni 2025 kl 14.00-17.00

Réttas endast om Del 1 &r godkénd.

Betygsgrans: 10p D, 20p C, 30p B, 40p A. Maximalt antal poéng 50.

Svar skall motiveras och utrédkningar redovisas detaljerat. Korrekt svar utan motivering eller
med felaktig motivering medfér poéngavdrag.

Skriv namn och personnummer pa varje blad. Skriv inte pa baksidan av pappret.

Inga hjdlpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).

P1. En kaninpopulation u(t) vixer med tiden ¢ enligt en logistiskt tillvixtmodell

azru(l—%), u(0) = up.

Barformagan K och tillvixthastigheten r antas vara konstanta. Denna ekvation har
da en exakt 16sning som ges av

KUO
up + (K — ug)e"t

u(t) =

(a) Vid tiden T minskar vegetationstillgangen pa grund av éverbete, vilket leder till
att den maximala populationen som kan 6verleva minskar enligt

A

=—— A>0.
T+1

Umaz (T)
Hér representerar A den initiala vegetationstillgangen vid ¢ = 0.
Formulera Newtons metod for att bestdmma tiden 7' da kaninpopulationen nar
denna resursbegransning. Inkludera en tydlig definition av alla ingaende storheter
och funktioner som anvinds i metoden.

(b) Antag att det finns osédkerhet i initiala vegetationstillgngen A, betecknad FEy,
och i barformagan K, betecknad Fx. Beskriv i detalj hur du kan anvinda meto-
den i (a) tillsammans med en experimentell stérningsanalys for att bestdmma
osikerheten i tiden T, betecknad Er. Du kan anta att A, K, F4, Ex ar kinda.

(c) Antag nu att det finns en révpopulation v(¢) som jagar kaniner. Systemet kan
beskrivas som

du _ (1 _ ﬂ) _
priakl I puw,
d

d_: = cuv — dv,

dér p ar en predatorskoefficient, ¢ en tillvixtkoefficient for ravar beroende pa
kaniner och d en dddskoefficient for rovdjur. Initialvillkoren ges av u(0) = wo,
v(0) = vp.

Systemet ovan gar inte att 16sa analytiskt utan losningen behéver approximeras
med hjéalp av en numerisk metod. Formulera Euler framat for systemet. Inkludera
en tydlig definition av alla ingaende storheter som anviands i metoden.



KTH Matematik

P2. Foljande differentialekvation &r given

u'(t) +2u'(t) +4u(t) =t uw(0)=2 u(l) =« (1)

dér o ar en okdnd parameter som bestdms fran villkoret

/01 u(t) dt = « (2)

(10 p) (a) Dela in intervallet 0 < ¢ < 11 4 delintervall och approximera differentialekvatio-
nen (1) och integralekvationen (2) med metoder som har minst noggrannhetsord-
ning 2. Resultatet blir ett linjart ekvationssystem. Skriv i detalj upp ekvationerna
som utgor det linjira ekvationssystemet samt ange systemet pa formen Ax = b.
Du behover inte 16sa systemet med var noga med att definiera alla variabler du
anvéander.

(4 p) (b) Forklara med ord och formler pa vilket sitt du kan kontrollera att din metod
ger korrekt noggrannhetsordning vid berdkningen av variabeln a. Vilken nog-
grannhetsordning forvintar du dig att metoden har?

P3. Den har uppgiften handlar till stor del om trapetsregeln, men borjar med en differens-
formel.

(7p) (a) Vi vill konstruera en differensformel, DE f(z) pa foljande form
L a b c
-th(x)=:Ef1$)+‘gfﬂx4‘h)+‘Ef($*‘2h%

sadan att f'(z) — DE f(z) = O(h?), givet en steglingd h > 0 och f en oéindligt deriver-
bar funktion. Dvs vi maste bestamma koefficienterna a, b och ¢ sa att approximationen
har noggrannhetsordning 2.

Visa att koefficienterna a, b och ¢ maste uppfylla féljande ekvationssystem for att
approximationen DF f(x) ska ha noggrannhetsordning 2:

a+b+c = 0
b+2c = 1
b+4c = 0.

Bestam sedan a, b och ¢, och ange utrycket for feltermen som ér proportionell mot A2

Notera att i differensformeln DE f(x) ovan sd anvinds funktionsvirden i x, x + h och
x+2h. Om man istallet anvinder funktionsvdrden i x, x —h och x — 2h och definierar
Dff(z) = =4 f(x) — 2f(x — h) — £f(x — 2h), sd gdller di for samma virden pd a,b
och c att f'(z) — DEf(z) = O(h?).

Uppgiften fortsatter pa ndsta sida.
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(b)

(c)

Vi kan anvinda trapetsregeln for att approximera integralen

- | (e,

dar f ar en odndligt deriverbar funktion. Givet ett heltal N, lat steglingden for
trapetsregeln vara h = 1/N, med punkter uniformt spridda i intervallet [0, 1], sa att
xg="Lh, 0 =0,...,N. Lat T,[f] beteckna approximationen med trapetsregeln av I[f].
Genom Euler Maclaurins felformel sa vet vi da att foljande géller

h? h*

I[f] = Tl f] + 5 (f'(0) = /(1)) = =5 (/"(0) = /(1)) + O(R®)

i) Definiera T}[f], dvs ange formeln for trapetsregeln.
ii) Ange en funktion for vilken trapetsregeln ar exakt, dvs T,[f] = I[f].

iii) Vilken noggrannhetsordning erhéalls for trapetsregeln for f(x) = e®?

2 2
iv) Vilken noggrannhetsordning erhalls for trapetsregeln for f(x) = %—i—— cos (%) ?
T

v) Ange en funktion for vilken trapetsregeln inte &r exakt men har noggrannhetsor-
dning hogre an 4.

Anviind ovanstaende information for att definiera en modifierad trapetsregel T} |[f]
som approximerar I[f] med fjirde ordningens noggrannhet for en godtycklig oéndligt
deriverbar funktion f. Motivera din konstruktion och visa att den ger fjarde ordningens
noggrannhet.



