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Tentamen bestar av sex uppgifter uppdelade i tva delar. Del I utgors av de fyra forsta uppgifter-
na som testar formagan att 16sa grundlaggande problem. Del II utgors av de tva sista uppgifterna
och testar formagan att 16sa mer avancerade problem som dven kan vara av teoretisk karaktér
och ir avsedda framst for hogre betyg. Varje uppgift ger maximalt fyra podng. Bonuspoéng fran
inlimningsuppgifterna adderas till erhallna poéng pa del I upp till maximalt 16 poing.

Betygsgrinserna vid tentamen ges av foljande tabell.

Fx E D C B A
11 12 14 16 19 21

For full poing pa en uppgift krivs att 16sningen &r vil presenterad och latt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs 1 ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva podang.

DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. (a) Bestdm den 16sning till ekvationen
Y+2xy=0, y=y(x),
som uppfyller y(0) = 1.
(b) Ekvationen
(207 =3)+ (2% +4)y' =0,  y=y(),

dr exakt. Bestdm den 16sning som uppfyller y(1) = 1. Losningen far ges pa implicit
form.

4 p)

2. Bestdm den 16sning till systemet
X (1) = x(t) — 4y(t)
{y’(t) = 4x(t) +y(t)
som uppfyller x(0) =0, y(0) = 1. 4 p)
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3. Ekvationen
2y (x) +0' (x) =y() =0, x>0
har tva l6sningar y; (x) = x och y,(x) = x~!. Anviind metoden med variation av parametrar
for hitta den allménna l6sningen till ekvationen
X2y (x) +xy' (x) — y(x) = 2x%e .
4p)

4. Systemet

x = —2xy
Y =y—x+xy—y>

for (x,y) = (x(¢),y(t)) har tre kritiska punkter och konstanta l3sningar

(x(t)ay(t)):(()?())a (0,1)7 (07_1)
Forklara vad det betyder att en kritisk punkt dr (asymptotiskt) stabil respektive instabil.
Anvind metoden med linjdrisering for att avgdra om dessa kritiska punkter &r stabila eller
instabila, i de fall det gér. 4p)

DEL Il — AVANCERADE PROBLEM

5. Visa att ekvationen
2xy" =y +2y=0
for y = y(x) har en reguljér singuldr punkt vid x = 0. Bestdm tva linjért oberoende seri-
elosningar vid x = 0 till ekvationen. For detta ska du ange den rekursionsrelation som ger
koefficienterna i dessa serielosningar, samt berdkna minst tre termer i vardera serie. For
vilka x konvergerar dessa serier? 4p)

6. Denna uppgift giller 16sningar till den andra ordningens linjdra homogena differentia-
lekvationen

Y1)+ p(2)y' (t) +q(2)y(t) =0 (1)

ddr p(t),q(t) dr kontinuerliga funktioner definierade pa ett intervall 7. Om y; (¢),y,(¢) dr
losningar till (1) sa definieras deras Wronskian som funktionen

Wlyiy2](r) = det (y} # %) |

N

(a) Formulera existens- och entydighetssatsen for 16sningar till (1). Visa med hjilp av
denna att alla 16sningar till (1) ges av

¥(1) = c1y1(t) +cay2 ()
for olika val av ¢y, c; om och endast om Wy, y2](tp) # 0 for nagot 1y € 1.
(b) Visa att om y;(r),y»(¢) dr 16sningar till (1) sé &dr antingen Wy, y|(r) =0 forallar € 1

eller W[y, y2](t) # 0 forallat € I.
(4p)




