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DEL A

1. L&t Q: R? — R vara funktionen Q(x,y) = 2 + zy + y>.
(a) Bestéim den associerade symmetriska matrisen A till Q. 2p)
(b) Ar funktionsvirdet i origo ett maximum, ett minimum, eller varken eller? 2p)

Losning. a) Den associerade symmetriska matrisen ar

a=[11]
Dettada Q(x,y) = [=v]| A[}].

b) Vi har att det(A — A) = (A—1)? — 1 = 0 har 16sningarna \; = 1+ och Ay = 1—1.
Detta betyder att vi kan gora ett basbyte P [%] = [§] sddan att Q(u,v) = A\ju?® + Xv°.
Da egenvirderna A\; och A\, bada &r positiva kan inte (Q)(u,v) bli negativt. Dérmed ir
Q(0,0) = 0 ett minimum for funktionen. d
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2. L&t T4 : R* — R* vara den linjira avbildningen som bestims av matrisen

5213
A= 12-11]"-

2312

(a) Bestdm en bas 3 for bildrummet V' till 7'4. 2p)

(b) Bestim en bas for det ortogonala komplementet V' *. 2p)

(c) Vi har en inducerad avbildning S: V' — V som skickar i V till T4(Z). Bestdm en
matrisrepresentation for S med avseende pa basen f3. 4 p)

(d) Avbildningen S har tva nollskilda egenvirden. Ar T4 diagonaliserbar? 2p)

Losning. a) Matrisens sista kolumn &r dess forsta, och vi ser att summan av kolumn 2 och
kolumn 3 ger forsta kolumn. Vidare &r det klart att kolumn 2 och 3 ej ér parallella. En bas
for bildrummet ar

1 1
s—ta=(| 4] [2]p
b) Ett ekvationssystem for det ortogonala komplementet till V' dr ekvationerna z + y —

z—w = 0 ochx+ 2y + 2z + 3w = 0. Gauss-Jordan elminination ger den reducerade

trappstegsmatrisen
[1 1 -1 71] ~ [1074 75]
231 2 013 41-

En bas for det ortogonala komplementet blir

)Ll

¢) Vi raknar ut avbildningens verkan pa basvektorerna « och v. Detta ger

0 12
A-U:{},, och A-7= {168].
4]

12

Sedan uttrycker vi dessa vektorer som linjidr kombinationer i basen (3. Vi har att
A-du=—-u+v, och A-v=06u+6v.
Matrisrepresentationen blir darfor
[7'6]-
d) Ja. Egenrummet till T4 tillhorande egenvirdet A = 0 har dimension tva. Avbildnin-
gen S har tva linjért oberoende egenvektorer. Egenvektorer till .S blir ocksa egenvektorer
till 7'y, och egenvirden blir noll-skilda. Detta ger fyra linjédrt oberoende egenvektorer, och

didrmed dr 7'y diagonaliserbar.
U
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3. For varje punkt P = [ v 2] i R® definierar vi vektorrummet V> som det linjira holjet

san([ 3], [5 ] [5]-[5] 5] 13

(a) Bestdm dimensionen till Vp for varje punkt P. 3p)
(b) Lét P vara en punkt pa enhetssfiren F = {z? + 3* + z? = 1}. Bestim ett ekvations-
system vars 16sningsmingd dr { P + ¥ | ¥ € Vp}. 3p)

Losning. a) Det dr klart att de tre sista vektorerna i listan dr overflodiga. Vi har att

z 0 y
[ 0 =z —x:|
—x —y 0

har determinant z(z -0 — zy) + y(0 - (—y) + xz) = 0. Dimensionen till V &r ddrmed inte
3, och fojldaktligen hogst 2. Det ar klart att dom tva forsta vektorerna &r linjart oberoende
om z # 0. Vi kollar nu situationen z = 0. Vi insitter z = 0 i matrisen ovan. Om deras
linjdra holje inte har dimension 2, men mindre, da maste alla (2 x 2)-minorer bli noll.
Med forsta och tredje kolumn har vi en noll-skild maximal minor, nimligen x> = 0, vilket
medfor att = 0. Med andra och tredje kolumn har vi minoren y? = 0, vilket medfor att
y = 0. Nu har vi att x = y = 2z = 0. Detta betyder att Vp har dimension 2 for alla punkt
P #(0,0,0), och i origo har vi dimension noll.
b)Lat P = (a,b,c)T. Detirklart att P ir normal till Vp, och vi har att V har dimension
2. Det foljer att P + Vp ér ett plan, och att en ekvation for planet dr ax + by +cz —d = 0.
Talet d far vi vid inséttning av punkten P, vilket ger d = 1.
U
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DEL B

4. Bestdm avstandet mellan linjerna 4p)

gl:{“t] |talt} och 62:{[22—1%} |talt}.

Ldsning. Vi har att
[%:| X |:712:| = [f%:|
-1 1 -3

Detta betyder att planet H; som ges av ekvationen x + 2y + 3z = 0 innehaller linjen ¢; och
linjen ¢}, = [ —ZQt} . Ett parallellt plan H, innehaller linjen /5, och vi har av konstruktionen
att avstandet mellan linjerna ¢; och ¢, dr avstandet mellan planen H; och Hs. En punkt pa
H, dr ¢ = (2,2,3)7. Projektionen av ¢ ned pa normallinjen N = Span( [é] ) till H; blir

. 24449 11
proiv( = i 3357 1]
Det sokta avstandet r | projy (0)| = 2=- O
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5. Lat P och D vara (6 x 6)-matriser. Matrisen P dr inverterbar. Matrisen D = (d; ;) dr
diagonal, dér de tre forsta diagonalelementen d; | = ds 2 = d33 = 0, medan dy 4 = ds 5 =
dg s = 2. Slutligen har vi matrisen A = PDP~.

(a) Matrisen A #r standardmatrisen till en avbildning 7': R® — R®. Bestim bild och

nollrum till avbildningen 7. 2p)
(b) Matrisen A dr symmetrisk om och endast om dess bildrum och nollrum har en specifik
relation. Vilken? 3p)

Losning. a). Lt 3 vara basen for R® som bildas av kolumnerna i matrisen P. En ma-
trisrepresentation for avbilningen 7" i basen [ blir diagonalmatrisen D. Diarmed har vi att
nollrummet till 7" har en bas som bestér av dom tre forsta vektorerna i 5. Och bildrummet
till 7" har en bas som ges av de tre sista vektorerna i 5.

b) Matrisen A dr symmetrisk om och endast om egenrummen ir ortogonala, och det
finns en bas av egenvektorer. Kolumnerna i P bildar en bas av egenvektorer. Det finns tva
egenrum, £, som dr nollrummet till 7', och E5 som dr bildrummet till 7. Matrisen A dr
symmetrisk om och endast om Ey = (E,)*. O
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6. Lat P, P, och Ps vara tre olika punkt i planet. Lat f; ; = 0 vara en ekvation for linjen
som gir genom punkterna P; och P; (1 <i < j < 3). Antag att punkterna P, P» och P;
ej ligger pa en och samma linje.

(a) Bestdm losningarna till den kvadratiska ekvationen f; 5 f2 3 = 0. 2p)
(b) Los ekvationssystemet 2p)
Ji2fe3 =0
Jo3fiz =0
fiafiz=0.

Losning. a) Unionen av linjerna L1 och Los.
b) Unionen av P, P, och Pj. O
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7. Lat W vara vektorrummet av polynom av grad < 999.
(a) Lat S: W — RS vara den linjira avbildning som skickar ett polynom f(z) i W till

S(f(x) = [f(=1) F0) f(1) fO) f(2)]".
Bestdm dimensionen till bildrummet. 3p)
(b) Antagatt T: W — R #r en surjektiv linjir avbildning sidan att T'(fg) = T'(f)T(g)"
for alla polynom f och g. Visa att det inte finns nagot polynom av grad fyra med i
nollrummet till 7. 4p)

Lisning. a) For varje polynom f(z) vill vektorn S(f(x)) ha samma virde i tredje och
fjarde komponent, och kan da omdjligen vara surjektiv. Om vi viljer en bas for W och
standardbasen for R d& vill matrisrepresentationen A vara en 5 x (1000)-matris. Matrisen
A vill ha identiska tredje och fjéarde rad, vilket betyder att rangen till A dr hogst fyra.

Lat {1,z,2%,...,2%%} vara en bas for TV, och 1at A vara matrisrepresentationen till
S med standardbas for co-domén. Vi behover enbart visa att bilden av de fyra forsta
basvektorerna dr linjédrt oberoende. Vi har redan sett att rad tre och rad fyrai A dr identiska,
s& vi tar bort en av dessa. Detta ger oss fyra vektorer i R?,

1 -1 1 -1
, 11t 0o 0 o0
A=l 1 1
1 2 4 38

Det dr nog att visa att matrisen ovan har noll-skild determinant. Da vill vektorerna vara
linjédrt oberoende, och det foljer da att de fyra forsta kolumnerna i A dr linjdrt oberoende.
Detta ger att bildrummet har atminstone dimension fyra, och fran ovan vet vi att dimen-
sionen inte dr fem. Utvecklar langs andra raden, och pa den kvarstdende (3 x 3)-matrisen
adderar vi rad tva till rad ett;

-1 1 -1 0 20
1 1 1| ~|1 11
2 4 8 2 48

Diérmed har vi att determinantent till matrisen A" ar (—1)(—2)(8 — 2) = 12,

b) Antag att p(z) ir ett polynom av grad fyra, och sidan att T'(p(z)) = 0. Vi pastar nu
att bildrummet till S har dimension < 4. Vid polynomdivision kan vi skriva varje polynom
f(z) = p(x)q(z) + r(x) ddr restpolynomet r(x) dr ett polynom av grad dkta mindre dn
fyra. Da polyomet f(z) = p(z)q(z) + (z) har vi att T(f(z)) = 0 + T(r(x)). Det foljer
att bildrummet spanns upp av avbildningen 7 sitt virde pa polynom av grad @kta mindre
dn fyra. En bas for vektorrummet av polynom av grad mindre #n fyra dr {1, z, 2% 23},
och dérfor vill vektorerna T'(1), T'(z), T'(z*) och T'(2*) spinna upp bildrummet. Detta &r
orimligt da avbildningen 4r surjektiv.

0J

"Produkten pa R? ir sidan att 0 - 7 = 0 for alla vektorer 7 i R®.



