TENTAMEN [ VEKTORANALYS
511146 och SI1140 Del 1, HT17

Torsdagen den 21:e december 2017

Anteckna pa varje blad: Namn, utbildningslinje, arskurs och problemnummer.
Tillatna hjilpmedel: Formelblad som delas ut. Minirdknare ej tillaten!
Examinator: Edwin Langmann (langmann@kth.se)

Ansvarig liarare: Per Moosavi (pmoosavi@kth.se)

Bonuspoingen fran kursomgéngen HT17 adderas till férsta uppgiften, dock ger upp-
giften max 6 podng totalt.

Poéng: Varje uppgift kan ge 6 podng. Betygsgranserna finns pa kurshemsidan (kurs-PM).
Motivera utforligt! Otillrackliga motiveringar kan medféra podngavdrag.

Notation: (z,y,z) ér kartesiska koordinater, och r = ze, + ye, + ze, &r ortsvektorn.
(p, ¢, z) ar cylinderkoordinater definierade genom x = pcos, y = psing, z = z. (1,0, )
ar sfariska koordinater definierade genom x = rsinfcosp, y = rsinfsiny, z = rcosf.

Uppgift 1: Betrakta vektorfiltet B = (22 —y? — 2y, 2% — 2% + zy, 2y — 22).

a) Visa att B har en vektorpotential och berdkna en vektorpotential A till B sadan
att e,- A =0. [2p]

b) Lat
S:x4+y4+R2 2-RY 2>0, n-e,>0,

dér R > 0 &r en konstant. Berdkna [[¢B-dS. [4p]
Ledning: Anvind Gauss eller Stokes sats. Observera att S ej &r sluten.
Uppgift 2: Givet ett vektorfalt A och ett skalarfalt f, visa m.h.a. indexnotation att:
a) Vx(VxA)=v(V-A)+aV3A, [3p|
b) V2f(r) = f"(r)+bf'(r)/r. [3p]
déir a och b #r konstanter som ska bestdmmas, r = |r| = \/Z;7; och VA = §;0;A.

Uppgift 3: Spéanningstensorn Pj; i ett linjért elastiskt isotropiskt material ges av

Pij = Xojj By + 21 E;5,

1 aul 8Uj

dar

och u = u(r) beskriver forskjutningen fran jamviktslaget.

a) Vilken ordning har féljande tensorer: (i) Pjje;r och (ii) Py Pjrdk:? [1p]



b) Lat u = a(x/2,y/2,x +y) i ett kartesiskt koordinatsystem K, dir a &r en given
konstant. Berékna P;;. [2p|

¢) Lat K’ beteckna ett kartesiskt koordinatsystem (z',y’,2") som erhalls fran K ge-
nom en rotation med vinkeln 6 = 7/4 kring den gemensamma x = z’-axeln. Berdkna
P/, for fallet A = —p. [2p]

d) Berdkna Pjje;ji, i bade K och K'. [1p|

Uppgift 4:

a) Skalfaktorerna for ett ortogonalt kroklinjigt koordinatsystem (uq,us,us) ges av
hi = |0r/0u;|. Beskriv kortfattat med ord vad dessa motsvarar. Hur &ndras en liten
volym beskriven med allménna ortogonala kroklinjiga koordinater? [1p]

b) Visa fran uttrycket for V¢ att e; = h;Vu,; (ingen summation). [1p]

c) Betrakta det kroklinjiga koordinatsystemet (u,v,w) givet genom

u= 2% -1
v =2y,
w = 2.

Berdkna skalfaktorerna h,,, h, och h,, och enhetsvektorerna e,, e, och e,,. Visa att
(u,v,w) &r ortogonalt. [4p]

Uppgift 5: Hastighetsfiltet v for en vitska antas satisfiera Navier-Stokes-ekvationen
ov 2 KB
p E+(V-V)V =-V®-Vp+uv V+§V(V-V)

och kontinuitetsekvationen 9
I
—+V-(pv) =0,
iy (pv)
dér p ar densitet, u viskositet, p tryck och ® en skaldrpotential for s.k. “body forces”.
a) Antag att véitskan dr inkompressibel, dvs. att p &r konstant. Visa att V-v = 0. [1p]

b) Antag att viskositeten &r sa liten att man kan sdtta p = 0. Visa att det stationéra
tidsoberoende flodet for en inkompressibel vatska satisfierar Bernoullis ekvation

V-V(p|v\2/2+p+<I>) =0.

Vad kan man siiga om virdet pa p|v|?/2 + p+ ® i viitskans flodesriktning v? [5p]
Ledning: Foljande identitet kan vara anvandbar

(V- V)V = V(IVP/2) = v x (V x V).



Uppgift 6: Betrakta temperaturfordelningen 7" = T'(r,t) i tre rumsdimensioner. Lat
energidensiteten vara q(r,t) = pcT och energistromtéatheten j(r,t) = —A\VT, dér p, ¢ och
A ér givna konstanter.

a) Genom att studera forandringen i den totala energin i en godtycklig volym V med
randyta S, motivera foljande identitet:

fvazdv_ 515 dS. (1)

b) Visa att (1) leder till virmeledningsekvationen

orT
— —av’T = 0, 2
o Y @

dar a ar en konstant som ska utryckas i de givna konstanterna.

[3p]

Betrakta nu den endimensionella versionen av (2). Lat T'(z) vara den stationéra
temperaturfordelningen inuti en homogen viagg med tjocklek L vars vinstra kant i =0
har fix temperatur 7(0) = Ty och pa den hogra kanten i x = L géller att

C) T(L) =T1,
d) j(L) = a[T(L) - T1],

dar j(z) = —=AT'(z) ar z-komponenten av varmestromtéatheten j = j(z)e,, och A, «, Tp
och T &r konstanter. Bestam T'(z) och j(z) for de tva fallen c¢) och d). [3p]

Lycka till!



Teoretisk Fysik, KTH

Formelblad Vektoranalys

Foljande formler géller i ett ortogonalt, kroklinjigt koordinatsystem med koordina-
terna uq, uo, us, basvektorerna ey, es, ez och skalfaktorerna hq, hs, hs:

o dr = hl du1 e + hg dUQ e + h3 dU3 €3

109 1 9o 1 9¢
° gradqb = hl au1 e + hg 8?1,2 es + hg 8U3 €3
: 1 [0 0 0
o divA = h1h2h3 _8—711 (hgthl) + a—UZ(hghlAg) + a—ltg(hthA3)
h161 hQGQ h3€3
1 0 0 0
tA= = =z
* o hlhghg 8u1 aUQ 8U3
h1A1 thg h3A3
, 1 [0 [hohs 0 8 [hshy 0 & [hihy O
* legfad¢ N h1h2h3 [(Ml( hl 8u1) + 8u2< hg (9u2> + 8u3( hg 8’&3)

dar A, Ay och As ar de kroklinjiga komponenterna av vektorfiltet A,
A=Ae+Are;+ Ases.
Specialfall

Cylinderkoordinater: h, =1, h,=p, h,=1.
Sfériska koordinater: h, =1, hg =7, hy, =rsind.

e-d-relationen (tensornotation)
€ijk€ktm — 5ie5jm - 5im5j£

Stokes sats (tensornotation)

/6rstatAjk..‘dSs = % A]kdxr
S C

Gauss sats (tensornotation)

/@Ajk,_dv :%Ajk,_dSi
|4 S



Losningsforslag

OBS: Jag skrev ihop 16sningsforslagen hastigt. Jag dr tacksam om ni papekar eventuella
felskrivningar via mejl till: pmoosavi@kth.se

Uppgift 1:

2)

Eftersom e, - A =0 ar A = (A;, Ay, 0), vilken maste satisfiera
22 —y? -y -0, A,y
22— +ay|=B=VxA= 0, A, )
2(y—x) Oy Ay — Oy Ay

Saledes ar
3 3
2 z 2 z
Ay =x z—§+zmy+cl(az,y), Ay=y z—§+zmy+62(az,y),

for vilka
Op Ay — OyAy = 2y — 22 + Opca — Oycr

dar ¢1 = ¢1(x,y) och ca = ca(x, y) ar godtyckliga funktioner. For enkelhets skull kan
vi valja ¢1 = ¢ = 0, vilket innebar att en vektorpotential &ar

3
A= (22— % +zay, Yz — % + z2y,0),

vilken uppfyller B =V x A.

Lat S":z* + y* < R* vara en yta i zy-planet med normalriktning e,. Vi visar att
[[B-as- [[ B-as
S S’

(i) Gauss sats: S — S’ omsluter en volym V med normal utat verallt. Saledes ar

[/B'dS—[f B.dS - B.dS:{Gausssats}sz v-BdV =0
S S’ S-S’ 1%

eftersom V-B=V -V x A =0.

pa tva satt:

(i) Stokes sats: S och S" har samma rand C (positivt orienterad i bada fallen).
Saledes ar

[[SB-dS=/[SVXA-dS:{Stokessatsf'dr s}
:/;A-dS:{StokessatsférS'}zffS/VXA-dS:j]SIB-dS

eftersom B =V x A.

Alltsa,
,[[SB S = ffs' B-dS= [/z4+y4§R4 B e.drdy =0

eftersom B-e, =0 for z = 0.



Uppgift 2:

a)
[V x(VxA)]; =€jk0i€mO0iAm = (0:10jm — 0im 1) 0;01 A,
= 0;0;A; - 0;0;A; = [V(V-A) - VAL
b) Eftersom 9;r = ;™1 and 0;0;r = 0;(xir™t) = Syr ™t~z 20 = 3r7t — w3 = 207t

far vi

VQf(T) =0;0;f(r) = 5if’(7’)az’7” = f”(T)(aiT)(aiT) + f/(T)aiaiT
= f"(r)xixir_2 + 2f’(r)r_1 =f"(r)+ 2f’(r)r‘1.

Uppgift 3:

a) (i) ordning 3 och (ii) ordning 0

1/2 0 1/2
(Eij):a(o 1/2 1/2)
1/2 1/2 0

b) Vi har

och Eix = a/2+a/2 = a. Saledes ar

100 1 01 A 0 p
(Pj)=Xa|0 1 O|+pafl0 1 1]=a|l O X+p pj.
0 01 1 10 W noooA

¢) Rotationen kring xz-axeln ges av transformationskoefficienterna

0

—sinf cos@

1 0 0
(Lij) =10 cos@ sinf|.

Saledes, for A = —p

1 0 0 0
(Pj;)=an|0 cos® sinf|[0
0 -sinf cosf)\1
0 sin 6
=ap| sinfd 2sin 6 cos 6 — sin’ 6

5 V2 1 -1
V2 -3

oﬁﬁ)

-1

cosf cos?0—sin?6 —sinfcosb

0 1 1 0 0
0 1 0 cosf -—sind
1 -1J\0 sinf cos@

cosf
cos? 6 — sin? 6 — sinf cos §
—cos?6—2sinfcosb

d) Eftersom P;; och Pi’j ar symmetriska i indexen 7 och j medan €;j;, dr antisymmetrisk

. /
ar Pijﬁijk =0= Pijfijk-



Uppgift 4:

a) Skalfaktorn h; ger forandringen i avstand under en liten foréndring du; i koordi-
naten wu;, dvs. avstandsfordndringen ar h;du; (ingen summering). En volym &ndras
som dV = hlhghgduldU,gdU3.

b) Vi har

1 0¢ 1 0¢ 1 0¢

= —— +
ng hl 8u1 °l h2 8u2 ©2 h3 aU3 s

och motsvarande genom att vilja ¢ = ug resp. ¢ = us.

c¢) Vi har
ey/hy = Vu = 2(ze, —yey),
ey/hy = VU = ye, + zey,

ew/hw =Vw = e,

vilket innebéar att

hy =1/(2\/ 2% + y?), e, = (reg —yey)/\/2? + 42,
hy = 1/3\/2% + 2, e, = (yes + wey)/\/2? + 42,

hey = 1, €y =€z,
fran vilket det foljer att e, -e, = e, -e, =€, e, =0.
Uppgift 5:

a) Kontinuitetsekvationen for p konstant ger direkt att V- v = 0.

b) Ses. 147-149 i Matthews bok.

Uppgift 6:
a)-b) Se s. 132-133 i Matthews bok.

c)-d) Se inskannat exempel pa nésta sida.
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