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DEL I – GRUNDLÄGGANDE PROBLEM

1. Bestäm alla reella tal h för vilka matrisekvationen[
1 2 h
h 0 3

]0 2
h 2
1 0

[x1
x2

]
=

[
0
0

]
har oändligt många lösningar.

(4 p)

Lösningsförslag. Vi beräknar[
1 2 h
h 0 3

]0 2
h 2
1 0

 =

[
1 · 0 + 2 · h+ h · 1 1 · 2 + 2 · 2 + h · 0
h · 0 + 0 · h+ 3 · 1 h · 2 + 0 · 2 + 3 · 0

]
=

[
3h 6
3 2h

]
=: A .

Matrisekvationen
Ax = 0

har precis en lösning om och endast om A är inverterbar. Eftersom det finns alltid den tri-
viala lösningen har matrisekvationen oändligt många lösningar omm A inte är inverterbar.
Matrisen A är inte inverterbar om och endast om detA = 3h · 2h − 3 · 6 = 0. Det gäller
om och endast om h ∈ {±

√
3}.

�

Svar. h ∈ {±
√

3}.
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2. Låt

A =

1 1
1 0
0 −1

 och b =

0
0
1

 .

Bestäm den ortogonala projektionen, projColA b, av b på kolonnrummet av A.
(4 p)

Lösningsförslag. Låt a1 = [1 1 0]T vara den första och a2 = [1 0 − 1]T den andra kolonnen av
A. Eftersom a1 och a2 är inte multipel av varandra är kolonnrummet ColA ett plan i R3 och
{a1, a2} en bas av ColA. Vi använder Gram-Schmidt processen för att skapa en ortogonal bas
{v1,v2} av ColA:

v1 := a1 =

1
1
0

 ,

v2 := a2 −
〈a2,v1〉
〈v1,v1〉

v1 =

 1
0
−1

− 1

2

1
1
0

 =

 1
2
−1

2
−1

 .

Eftersom {v1,v2} är en ortogonal bas av ColA erhåller vi

projColA b =
〈b,v1〉
〈v1,v1〉

v1 +
〈b,v2〉
〈v2,v2〉

v2

= 0 · v1 +
−1
3
2

 1
2
−1

2
−1


=

−1
3

1
3
2
3

 .

Alternativt: Låt L = (ColA)⊥ ⊂ R3 betecknar det ortogonala komplementet som är en linje
och spänns upp av

a1 × a2 =

1
1
0

×
 1

0
−1

 =

1 · (−1)− 0 · 0
0 · 1− 1 · (−1)

1 · 0− 1 · 1

 =

−1
1
−1

 =: n .

Då gäller

projColA b = b− projL b = b− 〈b,n〉
〈n,n〉

n =

0
0
1

− −1

3

−1
1
−1

 =

−1
3

1
3
2
3

 .

�

Svar. projColA b =

−1
3

1
3
2
3

.
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3. Givet matrisen

A =

 1 −2 2
−2 1 −2
0 0 −1

 .

Bestäm en inverterbar matris P och en diagonalmatris D sådana att D = P−1AP .
(1 poäng av 4 poäng ges för att visa att egenvärdena till A är −1 och 3.) (4 p)

Lösningsförslag. Det karakterististika polynomet ges av

det(A− λI3) = det

1− λ −2 2
−2 1− λ −2
0 0 −1− λ


= (−1− λ) det

[
1− λ −2
−2 1− λ

]
= −(λ+ 1)((1− λ)2 − (−2)2)

= −(λ+ 1)(λ− 3)(λ+ 1) = −(λ+ 1)2(λ− 3)

vilket visar att egenvärdena är −1 och 3. Motsvarande egenvektorerna ges av nollrummen till
matriserna A+ I3 och A− 3I3. Gausselimination ger 2 −2 2 0

−2 2 −2 0
0 0 0 0

 ∼
1 −1 1 0

0 0 0 0
0 0 0 0

 ,
−2 −2 2 0
−2 −2 −2 0
0 0 −4 0

 ∼
1 1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 0

 ,
vilket visar att

[
1 1 0

]T ,
[
−1 0 1

]T , respektive
[
−1 1 0

]T är egenvektorer. Vi får en
inverterbar matris P som uppfyller P−1AP = D genom att sätta dem som kolonner i P ; mot-
svarande egenvärdena sätter vi på diagonalen av en diagonalmatris D. Alltså

P =

1 −1 −1
1 0 1
0 1 0


och

D =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 3

 .

Då gäller P−1AP = D.
�

Svar. P =

1 −1 −1
1 0 1
0 1 0

 och D =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 3


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4. Låt Π = [0, 1]3 = {x ∈ R3 : 0 ≤ xi ≤ 1 för alla i = 1, 2, 3} vara enhetskuben och låt T : R3 →
R3 vara den linjära avbildningen som ges av

T

x1x2
x3

 =

 x1 − x2
x1 + x2 + 3x3

x3

 .

Visa att avbildningen är bijektiv och beräkna volymen, vol(T−1(Π)), av bilden av Π under den
inversa avbildningen T−1.

(4 p)

Lösningsförslag. Vi observera att T (x) = Ax där

A =

1 −1 0
1 1 3
0 0 1

 .

Vi beräknar determinanten av A. Utveckling efter sista kolonnen ger

detA = 1 · det

[
1 −1
1 1

]
= 12 − (−1) · 1 = 2 6= 0

Alltså ärA inverterbar och därmed är T bijektiv. Den inversa avbildningen T−1 är lika med TA−1 .
Volumen av enhetskuben Π är lika med 1. Volumen av bilden av Π under den linjära avbildningen
TA−1 ges därmed av

vol(T−1(Π)) = | det(A−1)| · vol Π =
1

| det(A)|
· 1 =

1

2
.

�

Svar. Volymen av T−1(Π) är lika med 1
2
.
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5. Låt B = {b1,b2} och C = {c1, c2} vara baser för R2 som ges av

b1 =

[
1
0

]
,b2 =

[
2
2

]
, c1 =

[
1
2

]
, c2 =

[
2
0

]
.

Bestäm basbytematriserna PB←C och PC←B.
(4 p)

Lösningsförslag. Vi har

c1 =

[
2
2

]
−
[
1
0

]
= (−1) · b1 + 1 · b2

c2 = 2 ·
[
1
0

]
= 2 · b1 + 0 · b2

Alltså har vi [c1]B = [−1 1]T och [c2]B = [2 0]T och därmed

PB←C =

[
−1 2
1 0

]
.

Basbytematrisen PC←B ges av

PC←B = P−1B←C =
1

−2

[
0 −2
−1 −1

]
=

[
0 1
1
2

1
2

]
.

�

Svar. PB←C =

[
−1 2
1 0

]
och PC←B =

[
0 1
1
2

1
2

]
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DEL II – AVANCERADE PROBLEM

6. Låt T : R2×2 → R2×2 vara avbildningen som ges av

T

([
a11 a12
a21 a22

])
=

[
a11 − a22 a11
a22 a11 + a22

]
.

(i) Visa att T är en linjär avbildning. (2 p)
(ii) Bestäm en bas till bildrummet av T ,

ImT = {T (A) : A ∈ R2×2} ,
och en bas till nollrummet av T ,

NulT = {A ∈ R2×2 : T (A) = 0} .
(4 p)

Lösningsförslag. (i) För alla 2×2 matriser A = (ai,j) och B = (bij) och alla skalärer c ∈ R
gäller

T (A+B) = T

([
a11 + b11 a12 + b12
a21 + b21 a22 + b22

])
=

[
(a11 + b11)− (a22 + b22) a11 + b11

a22 + b22 (a11 + b11) + (a22 + b22)

]
=

[
(a11 − a22) + (b11 − b22) a11 + b11

a22 + b22 (a11 + a22) + (b11 + b22)

]
=

[
a11 − a22 a11
a22 a11 + a22

]
+

[
b11 − b22 b11
b22 b11 + b22

]
= T (A) + T (B)

och

T (cA) =

[
ca11 − ca22 ca11

ca22 ca11 + ca22

]
= c

[
a11 − a22 a11
a22 a11 + a22

]
= cT (A) .

Alltså är T en linjär avbildning.
(ii) For varje matris A = (ai,j) ∈ R2×2 har vi

T (A) =

[
a11 − a22 a11
a22 a11 + a22

]
= a11

[
1 1
0 1

]
+ a22

[
−1 0
1 1

]
Låt

B1 =

[
1 1
0 1

]
och B2 =

[
−1 0
1 1

]
.

Då har vi alltså att T (A) ∈ span{B1, B2} for alla 2× 2 matriser A. Å andra sidan är varje
linjär kombination λB1 + µB2 i bildrummet eftersom

T

([
λ 0
0 µ

])
= λB1 + µB2 .

Därmed är bildrummet ImT lika med span{B1, B2}. EftersomB1 ochB2 är inte multipel
av varandra är {B1, B2} en linjärt oberoende mängd av vektorer som spänner upp ImT .
Därmed är {B1, B2} en bas till ImT .

En matris A = (aij) ∈ R2×2 är i nollrummet av T omm

T (A) =

[
a11 − a22 a11
a22 a11 + a22

]
=

[
0 0
0 0

]
6
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Alltså måste gäller att a11 = 0 och a22 = 0. Eftersom[
0 a12
a21 0

]
= a12

[
0 1
0 0

]
+ a21

[
0 0
1 0

]
erhåller vi att NulT ⊆ span{C1, C2} där

C1 =

[
0 1
0 0

]
och C2 =

[
0 0
1 0

]
.

Å andra sidan har vi att

T (λC1 + µC2) = T

([
0 λ
µ 0

])
=

[
0 0
0 0

]
och därmed att span{C1, C2} ⊆ NulT . Sammanfattad har vi att span{C1, C2} = NulT ,
och eftersom {C1, C2} är linjärt oberoende (C1 och C2 är inte multipel av varandra) har vi
att {C1, C2} är en bas av NulT .

�
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7. Låt v vara en vektor i R3 som är skild från nollvektorn. Låt Tv vara den linjära avbildning
som ges av

Tv : R3 → R3

x 7→ v × x

(i) Bestäm om Tv är injektiv. (2 p)
(ii) Låt w vara en vektor i R3 som är ortogonal mot v och skild från nollvektorn. Låt B

vara den ortogonala basen som ges av B = {v,w,v×w}. Bestäm matrisrepresenta-
tionen, [Tv]B, av Tv med avseende på basen B. (4 p)

Lösningsförslag. (i) Vi har Tv(v) = v × v = 0, vilket visa att 0 är inte den enda vektorn
som avbildas till nollvektorn. Alltså är Tv inte injektiv.

(ii) Låt w vara en vektor som är ortogonalt mot v och skild från noll. Då bilda B =
{v,w,v ×w} en ortogonal bas av R3. Vi har

Tv(v) = 0 = 0 · v + 0 ·w + 0 · v ×w

Tv(w) = v ×w = 0 · v + 0 ·w + 1 · v ×w

Tv(v ×w) = v × (v ×w)

= v ×

v2w3 − w2v3
v3w1 − w3v1
v1w2 − w1v2


=

v2(v1w2 − w1v2)− (v3w1 − w3v1)v3
v3(v2w3 − w2v3)− (v1w2 − w1v2)v1
v1(v3w1 − w3v1)− (v2w3 − w2v3)v2


=

v1(v1w1 + v2w2 + v3w3)− w1(v
2
1 + v22 + v23)

v2(v1w1 + v2w2 + v3w3)− w2(v
2
1 + v22 + v23)

v3(v1w1 + v2w2 + v3w3)− w3(v
2
1 + v22 + v23)


= 〈v,w〉v − ‖v‖2w
= −‖v‖2w = 0 · v − ‖v‖2 ·w + 0 · v ×w .

Här har vi använt att 〈v,w〉 = 0 eftersom v och w är ortogonala mot varandra. Från
ovanstående beräkningarna ser vi att

[Tv]B = [[Tv(v)]B [Tv(w)]B [Tv(v ×w)]B] =

0 0 0
0 0 −‖v‖2
0 1 0

 .

Alternativt kan man på följande sätt argumentera att Tv(v × w) = −‖v‖2w: Vi har
Tv(v×w) = v× (v×w). Eftersom kryssprodukten ge en vektor som är ortogonalt mot
båda argumenter och eftersom {v,w,v ×w} är en ortogonal bas få vi att Tv(v ×w) är
en multipel av vektorn w. Längden av v × (v × w) ges av arean av parallelogrammet
som spänns upp av vektorerna v och (v ×w). Eftersom båda vektorer är ortogonala mot
varandra är arean lika med produkten av längderna av vektorerna. Samma argument ger att
längden av vektorn v×w är lika med produkten av längderna av v och w. Sammanfattat
har vi

‖Tv(v ×w)‖ = ‖v × (v ×w)‖ = ‖v‖ · ‖v ×w‖ = ‖v‖2‖w‖ .
Eftersom Tv(v×w) är en multipel av vektorn w finns det bara två möjligheter: Antingen
Tv(v ×w) = ‖v‖2w eller Tv(v ×w) = −‖v‖2w. Det rätta tecken följer nu från höger
hand regeln. �
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8. Låt 〈 , 〉 : Rn × Rn → R vara en inre produkt på Rn.
(i) Visa att det finns en symmetrisk matris A ∈ Rn×n som har bara positiva egenvärden

sådan att
〈x,y〉 = xTAy

för alla x,y ∈ Rn. (3 p)
(ii) Visa att det finns en linjär avbildning T : Rn → Rn sådan att

〈x,y〉 = T (x) · T (y)

för alla x,y ∈ Rn, där · betecknar den vanliga inre produkten på Rn. (3 p)

Lösningsförslag. (i): Låt A = (aij) vara matrisen med aij = 〈ei, ej〉 där e1, . . . , en beteckar
standardbasvektorerna. Då har vi

xTAy =
n∑

i=1

n∑
j=i

aijxiyj =
n∑

i=1

n∑
j=i

〈ei, ej〉xiyj =
n∑

i=1

n∑
j=i

〈xiei, yjej〉 = 〈
n∑

i=1

xiei,
n∑

j=i

yjej〉 = 〈x,y〉

enligt axiomerna för skalärprodukter. Från axiomerna för inre produkter följer dessutom att aij =
〈ei, ej〉 = 〈ej, ei〉 = aji, alltså att är A symmetrisk. Eftersom inre produkten av en vektor med
sig själv är alltid större än noll för alla icke-nollvektorer har vi xTAx = 〈x,x〉 > 0. Det betyder
att den kvadratiska formen Q(x) = xTAx är positivt definit och därmed är alla egenvärden av A
positiva.

(ii) LåtA vara den unika symmetriska matrisen sådan att xTAy = 〈x,y〉. Enligt spektralsatsen
finns det en ortogonal matris P och en diagonalmatris D sådan att D = P TAP . Egenvärdena
ligger på diagonalen av D och är enligt uppgift (i) positiva. Låt

D =


λ1 0 0 · · · 0
0 λ2 0 · · · 0

0 0
. . . ...

...
... 0

0 0 · · · 0 λn

 och F =



√
λ1 0 0 · · · 0
0
√
λ2 0 · · · 0

0 0
. . . ...

...
... 0

0 0 · · · 0
√
λn

 .

Då har vi
A = PDP T = PF 2P T = PFF TP T = PF (PF )T .

Vi definierar T (x) = (PF )Tx för alla x ∈ Rn. Då är T en linjär avbildning och

T (x) · T (y) = ((PF )Tx)T (PF )Ty = xTPF (PF )Ty = xTAy = 〈x,y〉

Alternativt: Låt B = {b1, . . . ,bn} vara en ortonormerad bas till vektorrummet med avseende
på den inre produkten 〈, 〉. Låt x = c1b1 + ·+ cnbn och y = d1b1 + ·+ dnbn vara vektorer i Rn;
alltså [c1 c2 . . . cn]T = [x]B och [d1 d2 . . . dn]T = [y]B. Från räknereglerna för inre produkter
följer

〈x,y〉 = 〈
n∑

i=1

cibi,

n∑
j=1

djbj〉 =
n∑

i=1

n∑
j=1

cidj〈bi,bj〉 =
n∑

i=1

cidi = [x]B · [y]B .

Här har vi också använt att 〈bi,bj〉 = 1 omm i = j och 〈bi,bj〉 = 0 om i 6= j eftersom B är en
ortonormerad bas. Eftersom koordinatavbildingen x 7→ [x]B är en linjär avbildning så visa detta
påståendet (ii).

�
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