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DEL I — GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Bestam alla reella tal A for vilka matrisekvationen

ERIEIERY
h 0 3 1 ol L* 0
har odndligt manga I6sningar.
4p)
Losningsforslag. Vi berdknar

h 0 3 }f (2) “|h-04+0-h+3-1 h-240-2+3-0 3 2h

Matrisekvationen

{1 2 h} 0 2 [1~0+2.h+h~1 1-2+2.2+h-0]_{3h 61_%

Ax =0
har precis en 16sning om och endast om A &r inverterbar. Eftersom det finns alltid den tri-
viala 16sningen har matrisekvationen o@ndligt manga I6sningar omm A inte &r inverterbar.
Matrisen A ir inte inverterbar om och endast om det A = 3h - 2h — 3 - 6 = 0. Det géller
om och endast om h € {£+/3}.
g

Svar. h € {+/3}.
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2. Lat
1 1 0
A=11 0 och b= 10
0 -1 1
Bestdm den ortogonala projektionen, projq,; 4 b, av b pa kolonnrummet av A.
(4 p)
Losningsforslag. Lat a; = [110]7 vara den forsta och a; = [10 — 1]7 den andra kolonnen av

A. Eftersom a; och a, dr inte multipel av varandra #r kolonnrummet Col A ett plan i R? och

{aj,a,} en bas av Col A. Vi anvinder Gram-Schmidt processen for att skapa en ortogonal bas
{v1, vy} av Col A:

1
V) = a; = 1 s
0
1
(a2, v1) ! 1) 2)
Vo = ag — vi=| 0| —-—=|1] = —5
Eftersom {vq, vy} dr en ortogonal bas av Col A erhéller vi
. (b, v1) (b, va)
Projoga b = vy + v
Jcor A vi,v1) 1 V2, Va) 2
1
— 51
= 0-vit—5 |3
2 -1
1
_ |7
3

Alternativt: Lt L = (Col A)+ C R3 betecknar det ortogonala komplementet som ir en linje
och spédnns upp av

1 1 1.(-1)—0-0] [-1
axa= |1 x|o0o|=|0o-1-1.(-)|=]1]|=n
0 —1 1-0—-1-1 -1
Da giller
icuab=b i b—b_bn 8 _ _11 s
rO =b —proj;b=b — - — = |1
PrO]col 4 projy, <1’l,l’l> 1 3 3 %
3
Ul
1
3
Svar. projo,a b = %
3
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3. Givet matrisen
1 -2 2
A= 1|-2 1 =2
0o 0 -1
Bestim en inverterbar matris P och en diagonalmatris D sddana att D = P~1AP.
(1 poédng av 4 poidng ges for att visa att egenvirdena till A dr —1 och 3.) 4p)

Losningsforslag. Det karakterististika polynomet ges av
1—XA =2 2
det(A—Al3) = det| -2 1—-X =2
0 0 —1-=AX
1-x -2 ]
-2 1-A]
—A+ D)1= = (=2))

= —A+1D)A=3)A+1) =—-A+1)*A-3)
vilket visar att egenvirdena dr —1 och 3. Motsvarande egenvektorerna ges av nollrummen till
matriserna A 4+ I3 och A — 313. Gausselimination ger

= (—1—A)det

2 =2 2 0 1 -1 10 -2 -2 2 0 1 100
-2 2 -2 0 ~(0 0 0O0|,(-2 -2 =2 0|~ (001 O0f,
0O 0 0 0 0 0 00 0 0 —40 0000

vilket visar att [1 1 O}T, [—1 0 1}T, respektive [—1 1 O}T ar egenvektorer. Vi far en
inverterbar matris P som uppfyller P~'AP = D genom att sitta dem som kolonner i P; mot-
svarande egenvirdena sitter vi pa diagonalen av en diagonalmatris D. Alltsa

1 -1 -1
P=11 0 1
0 1 0
och
-1 0 0
D=0 —-10
0O 0 3
Da giller P'AP = D.
Il
1 -1 -1 -1 0 0
Svar. P= |1 0 1l {ochD=]0 -1 0
0 1 0 0O 0 3



SF1672 Linjar algebra Losningsforslag till Tentamen 2022-01-13

4. Latll = [0,1P = {x € R3: 0 < @; < 1forallai = 1,2, 3} vara enhetskuben och 14t 7': R3 —
R3 vara den linjira avbildningen som ges av

x Ty — T2
T ) = |(z1 + 22+ 31’3
x3 x3

Visa att avbildningen ir bijektiv och berékna volymen, vol(7~*(IT)), av bilden av IT under den
inversa avbildningen 7'~

(4p)
Losningsforslag. Vi observera att 7'(x) = Ax dér
1 -1 0
A=1|1 1 3
0 0 1
Vi berdknar determinanten av A. Utveckling efter sista kolonnen ger

detAzl.detE _11}:12—(—1)-1:27&0

Alltsé dr A inverterbar och ddrmed dr T bijektiv. Den inversa avbildningen 7"~ ir lika med T'4-1.
Volumen av enhetskuben II dr lika med 1. Volumen av bilden av IT under den linjira avbildningen
T'y-1 ges dirmed av

1 1

vol(T1(IT)) = | det(A™1)| - vol I = Tdet( )] l=3.

Svar. Volymen av 7 (II) &r lika med £.
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5. Lat B = {by, by} och C = {c;, co} vara baser fér R? som ges av

=[] ] -]

Bestam basbytematriserna Py, ¢ och Pe, g.

(4 p)
Losningsforslag. Vi har
2 1
1
Cy = 2- |:O:| :2b1+0b2
Alltsd har vi [c;]s = [-11]7 och [ca]s = [20]7 och ddrmed
-1 2
Ppec = [ 1 0] :
Basbytematrisen Pe. 5 ges av
_ 110 -2 0 1
R
— B+C —9 -1 -1 % %
O

Svar. Pg.c = [_11 (2)} och Pepg = {

= O
N = =
[ |
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DEL II — AVANCERADE PROBLEM

6. Lat T: R?>*? — R?*? vara avbildningen som ges av

T a1 a2 _ |11 — a22 a1
Q21 Q22 a22 a1 + Q22
(i) Visa att 7" dr en linjédr avbildning. 2p)
(i1) Bestdm en bas till bildrummet av 7',
ImT = {T(A): A€ R*?},
och en bas till nollrummet av 7,
NulT = {A € R¥?*: T(A) =0} .
4p)

Losningsforslag. (i) For alla 2 x 2 matriser A = (a; ;) och B = (b;;) och alla skaldrer ¢ € R
giller

apy + by a2 + bio
T(A+B) = T
(4+B) ( me + b1 axn + b22} )

_ _(Cln +b11) — (age + ba2) aii + bi
i a2 + baz (a1 + b11) + (az2 + ba2)

_ —(an — ag2) + (b11 — bao) a1 + b1y
L gz + bag (a11 + az) + (bi1 + b2o)

_ —au — (22 a11 + bi1 — by b1
| G2 aii + G2 baz b1 + b2o

= T(A)+T(B)

och
. Ca11 — CAag2 Ca11 o 11 — Q22 a11 .
T(ed) = [ Cag2 cain + CGQJ —° [ 22 api + a22:| = cTA).

Alltsa ar T en linjar avbildning.
(i) For varje matris A = (a; ;) € R**? har vi

_|a11 — a2 a1 o -1 1 -1 0
T(A) B |: 929 a1 —|—CL22:| = an _0 1:| T an |: 1 1:|

Lat
01 1 1

D4 har vi allts3 att T(A) € span{ By, By} for alla 2 x 2 matriser A. A andra sidan #r varje
linjdr kombination AB; + pBs i bildrummet eftersom

A0

Diérmed &r bildrummet Im 7" lika med span{ By, B, }. Eftersom B; och By ir inte multipel
av varandra ir { By, By} en linjirt oberoende mingd av vektorer som spanner upp Im 7.
Diérmed édr { By, By} en bas till Im 7.

Blz{l 1} och By = -1 0}.

En matris A = (a;;) € R**? &r i nollrummet av 7 omm

- b

Q22 ai1 + aga
6
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Alltsa maste giller att a;; = 0 och ags = 0. Eftersom
0 an| 01 L 0 0
a; 0| “20o ol T |1 0
erhaller vi att Nul 7" C span{C}, C»} didr
0 1 0 0
Cl = |:0 0:| och 02 = |:1 0:| .

A andra sidan har vi att

rassn-r( 4)- [0

och didrmed att span{C}, Cy} C Nul7T. Sammanfattad har vi att span{C}, Cs} = Nul T,
och eftersom {C, C5} ér linjért oberoende (C; och Cs dr inte multipel av varandra) har vi

att {C4, Cy} dren bas av Nul 7.
U
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7. LAt v vara en vektor i R? som ir skild frin nollvektorn. Lat 7%, vara den linjira avbildning
som ges av

T,:R* — R?
X = VXX
(i) Bestdm om 77, ir injektiv. 2p
(ii) L&t w vara en vektor i R som &r ortogonal mot v och skild fran nollvektorn. Lét B

vara den ortogonala basen som ges av B = {v, w, v X w}. Bestim matrisrepresenta-
tionen, [Ty]5, av T, med avseende pa basen B. 4p)

Losningsforslag. (i) Vi har 7, (v) = v x v = 0, vilket visa att 0 &r inte den enda vektorn
som avbildas till nollvektorn. Alltsa &r 75, inte injektiv.
(i1) Lat w vara en vektor som dr ortogonalt mot v och skild fran noll. Da bilda B =
{v,w,v X w} en ortogonal bas av R?. Vi har

Ty(v) = 0=0-v+0-w+0-vxw
Ty(w) = vxw=0-v4+0-w+1-vxw
Ty(vxw) = vx(VXw)
UgW3 — Wals3

= V X |U3W1 — W3V
V1Wo — W1V
Vo (V1we — wive) — (V3w — W3V )V3
3(1)2w3 - w203) - (Ulwz - w1112)U1
1(U3w1 - wSUl) - (UQUJ:S - w2U3)U2
(
(

S 2

01 (viw) + vows + v3ws) — wy (v + vZ + v2)
= |va(viwy + vows + vaws) — wy(v? + v3 + v3)
| vs(v1wy + vaws + vsws) — ws(vi + v3 + v3)

(v, w)v —[[v[*w
= —|v|Pw=0-v—|v|? w+0-vxw.

Hir har vi anvint att (v,w) = 0 eftersom v och w ir ortogonala mot varandra. Fran
ovanstaende berdkningarna ser vi att

0 0 0
[T]s = ([Tv(V)]s [Tv(W)]s [Tu(v x W)]g] = [0 0 —[[v]*
01 0
Alternativt kan man pé foljande sitt argumentera att 7, (v X w) = —||v|/*w: Vi har

Ty (v x w) = v x (v x w). Eftersom kryssprodukten ge en vektor som dr ortogonalt mot
bada argumenter och eftersom {v, w,v x w} ér en ortogonal bas fa vi att 7, (v x w) &r
en multipel av vektorn w. Lidngden av v X (v X w) ges av arean av parallelogrammet
som spanns upp av vektorerna v och (v x w). Eftersom bada vektorer &r ortogonala mot
varandra dr arean lika med produkten av ldngderna av vektorerna. Samma argument ger att

langden av vektorn v x w dr lika med produkten av lingderna av v och w. Sammanfattat

har vi

ITe(v x w)ll = v x (v x W) = [[v][ - [v x wi| = [[v][*[|w]|.
Eftersom T, (v x w) dr en multipel av vektorn w finns det bara tva mojligheter: Antingen
Ty(v x w) = ||v|]*w eller T\, (v x w) = —||v||?w. Det riitta tecken f6ljer nu fran hoger
hand regeln. U
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8. Lat (, ): R" x R™ — R vara en inre produkt pa R".
(i) Visa att det finns en symmetrisk matris A € R"*" som har bara positiva egenvirden

sadan att
(x,y) = x"Ay
for alla x,y € R". 3p)
(i1) Visa att det finns en linjdr avbildning 7': R” — R" sadan att
(x,y) = T(x)-T(y)
for alla x, y € R", dér - betecknar den vanliga inre produkten pa R™. 3 p)

Losningsforslag. (i): Lat A = (a;;) vara matrisen med a;; = (e;,e;) dir eq,...,e, beteckar

standardbasvektorerna. D4 har vi

XTAY = Z Zaijxiyj = Z Z<ei, e;)Ty; = Z Z<$iei>yjej> = <Z i€, Z?Jjej> = (X,y)
i=1 j=i i=1 j=i i=1 j=i i=1 j=i
enligt axiomerna for skaldrprodukter. Frin axiomerna for inre produkter foljer dessutom att a;; =
(e;,e;) = (e;,€;) = aj;, alltsa att & A symmetrisk. Eftersom inre produkten av en vektor med
sig sjlv #r alltid storre dn noll for alla icke-nollvektorer har vi x” Ax = (x,x) > 0. Det betyder
att den kvadratiska formen Q(x) = x! Ax ir positivt definit och ddrmed r alla egenviirden av A
positiva.

(i) L&t A vara den unika symmetriska matrisen sidan att x” Ay = (x,y). Enligt spektralsatsen
finns det en ortogonal matris P och en diagonalmatris D sidan att D = PT AP. Egenvirdena
ligger pa diagonalen av D och &r enligt uppgift (i) positiva. Lat

A1 0 0 0] VA0 0 -+ 0]

0 X O 0 0 VA& 0 -+ 0
D=0 0 : och F=1|0 0

N 0 : : 0

|0 0 An ] | 0 0 VA

D4 har vi
A=PDP" = PF?P" = PFF"P" = PF(PF)".
Vi definierar T'(x) = (PF)”x for alla x € R™. D4 ér T en linjdr avbildning och

T(x)-T(y) = (PF)'x)"(PF)'y =x' PF(PF)'y = x" Ay = (x,y)

Alternativt: Lat B = {by, ..., b, } vara en ortonormerad bas till vektorrummet med avseende
pa den inre produkten (, ). Lat x = ¢;by + - +¢,b,, ochy = d1b; + - +d,,b,, vara vektorer i R";
alltsa [cy ¢o ... ¢,]T = [x|goch [dy dy ... d,]T = [y]s. Fran riknereglerna for inre produkter
foljer

(xy) = b,y diby) =Y eidi(b,by) =Y eidi = [x]5 - [yls-
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
Hir har vi ocksa anvént att (b;, b;) =1 omm ¢ = j och (b;,b;) = 0 om ¢ # j eftersom B ir en
ortonormerad bas. Eftersom koordinatavbildingen x — [x|z dr en linjdr avbildning sa visa detta
pastaendet (ii).
O



