Institutionen féor Matematik, KTH

Tentamen del 2

Numeriska metoder SF1544 och BE3003
8.00-11.00 15/3 2019

Inga hjdlpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).
Det finns tva varianter av uppgift 3. Endast en av dem far losas.

Rad for att undvika podngavdrag: Skriv l6sningar med fullstdndiga meningar och utforliga motiveringar.
Del 2 réttas endast om del 1 ar godkénd.
Betygsgranser: D 10, C 20, B 30 och A 40 poéng, av maximalt 50 poéng pa del 2.

1. Vi vill 16sa ekvationen x + In(z) = 0, som har en rot z* ~ 0.5. Betrakta foljande

iterationsformler:
(1) zpy1 = —1In(xy,),
(2) Tpy1 = e—In,
T, +e "
(3) Tpt1 = 5
medn=0,1,2,...

(a) (3p) Vilka av dessa iterationsformler kan anvéndas?
(b) (3p) Vilken av dessa iterationsformler dr bést att anvénda?
(c) (4p) Konstruera en dnnu béttre iterationsformel.

(a) Ett villkor for lokal konvergens av fizpunktsiterationer x,11 = g(x,) till en losning
x* som uppfyller x* = g(x*) ar |¢'(z*)| < 1. Eftersom z* ~ 1/2 och ¢}(1/2) = -2,

B(1/2) = 1/ve = 06, 4(1/2) = } = 5l ~ 02, dir gu(a) = —Ina, go(a) — e,
g3(x) = = sd konvergerar iterationsformel (2) och (3).

(b) Fizpunktsmetoden har linjir konvergens med hastighet |g'(«)|. Alltsa ar itera-
tionsformel (3) bast.

(c) Newtons metod har kvadratisk konvergens, vilket asymptotiskt sikert ger snabbare
konvergens dan metoder med linjar konvergens. Newtons metod med f(x) =z + Inx ges
av

flzn) x, +1nz,

Tnt1 = Tp — f’(l’n) = Tn 1r 1/xn .

2. Givet begynnelsevardesproblemet

d2y dy
—ZZ_10t2 =0 0) =0 ~2(0) = 1.
dt2 dt Y y( ) Y ( )



(a) (2p) Skriv om differentialekvationen som ett system av forsta ordningens differentialek-
vationer. Kom ihag begynnelsevillkoren.

(b) (4p) Berékna en approximation (genom att rékna for hand) av y(0.4) och 3/(0.4) med
framat Euler med steglangden h = 0.2.

(c) (4p) Utnyttja dina berdknade vérden i (b) for att bestdmma

/0 " y(t) dt

med trapetsregeln och steglingden h = 0.2. Har du inte gjort uppgift (b) far du i
stallet rdkna med de fiktiva virdena y(0.2) = 0.28 och y(0.4) = 0.44.

(d) (4p) Nér integralen i uppgift (c) berdknas med steglingderna h = 0.02, h = 0.01 och
h = 0.005 (steglingden ar densamma bade i Eulers metod och for trapetsregeln)
uppskattar man felen till 7.6 - 1074, 3.9 - 10™* och 2.0 - 10~*. Anvind virdena for
att uppskatta noggrannhetsordningen i det beriknade integralvirdet och forklara
varfor den inte blir 2, som den borde vara da trapetsregeln anvands.

(e) (2p) Hur skulle man kunna é&ndra l6sningsforfarandet for att fa noggrannhetsordning 2
vid integralberdkningen?

(a) Lat uy(t) = y(t) och us(t) = y'(t). Da gdller

du1

— =

dt 25
dUQ

— =10t
dt Uz,

och u1(0) =0, ug(0) = 1.
(b) Systemet av forsta ordningens differentialekvationer kan skrivas u'(t) = (¢, u(t)),

dar
[ we
f(t,u) = <10tuz) .

Eulers metod ges av u™™ = u" + hf(t",u™). Med u°’ = ((1)) erhalls

(c) Med trapetsregeln far vi att

/0'4y(t) dt ~ h(@ +(0.2) + @) ~0.2(0+0.2+ %) = 0.08.
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(d) Av de givna data framgar att felet ar ungefdr proportionellt mot steglingden h, dvs.
metoden har noggrannhetsordning 1. Om vi med T}, betecknar trapetsapprozimationen
av integralen med Fuler-losningen av differentialekvationen, och med Ty trapetsapprozi-
mationen med anvindning av den exakta losningsfunktionen y(t), sa far vi med hjilp av
triangelolikheten

0.4 0.4
|/ y(t) dt — Ty| < \/ y(t) dt — Ty| + | T — Tp| = I + I1.
0 0

Trapetsmetoden dr konvergent av ordning tvd, sd |I| < Ch?, men eftersom Eulers metod
har noggrannhetsordning ett har vi att |I1| < Ch, och ddrmed dr daven det totala felet av
noggrannhetsordning ett.
(e) Till det system av differentialekvationer vi formulerade i uppgift (a) kan vi ligga
differentialekvationen
dU3
dt
Det kommer da att gdlla att uz(0.4) = 00'4y(t) dt. Genom att anvanda trapetsmetoden
for differentialekvationssystemet som uy, us och uz loser sa far vi en andra ordningens
approzimation av integralen. Trapetsmetoden tillimpad pa en differentialekvation u'(t) =

g(t,u(t)) ges av

= Uy, U3(0) =0.

h
"t = ut 4+ E(g(t”, u”) + g™t u" + hg(t, u”)))

3. Dubbelintegralen I = [/ D sin(e**V) dx dy, dar D ar omradet som utgdrs av unionen av

ellipserna Z + £ < 1 och (@2 | ¥ <1 ska approxi iskt
22 32 > 22 3z > 1, Pproximeras numeriskru.

(a) (6p) Beskriv en algoritm fér Monte-Carlo-approximation av integralen 1.

(b) (6p) Skriv en Matlab-kod som berdknar Monte-Carlo-approximationen av I fran uppgift (a).
(Tips: Om man skriver help rand i Matlab far man foljande information: R = rand(N)
returns an N-by-N matrix containing pseudorandom values drawn from the standard
uniform distribution on the open interval(0,1). rand(M,N) or rand([M,N])
returns an M-by-N matrix.)

(a) Omradet D ar en delmangd av rektangeln R = {(z,y) : =2 < x <4,-3 <y < 3}.
Genom att infora indikatorfunktionen

XD(*%Z/) = {

kan integralen skrivas

I= // sin(e**Y) dx dy = // xp(z,y)sin(e”tY) d dy.
D R



4. (12p)

Eftersom

1 o
E//RXD(JJ,:U) sin(e”™V) dx dy

(dar |R| = 36 ar arean av R) dr medelvirdet av funktionen xp(z,y)sin(e* ™) dver R,
kan integralen approximeras som ett medelvarde med Monte-Carlo-metoden:

N
I~ 36 Z XD(Tn, yn) sin(e™ ) /N,

n=1
Koordinaterna x,, och vy, for allan dr oberoende och dragna fran de likformiga fordelningarna
pa [—2,4] respektive [—3, 3].
(b) Hair ar en Matlab-kod som approzimerar integralen med N = 10° punkter i R:
N=1e6; %Antal samples
x=-2+6*rand(N,1); y=-3+6xrand(N,1);
1=0; %hinitialisering

for n=1:N
if x(n)"2/4+y(n)~2/9<=1 | (x(n)-2)"2/4+y(n)~2/9<=1
I=I+sin(exp(x(n)+y(n)));
end
end

I=36%*I/N;
disp([’Monte-Carlo-approximationen= ’,num2str(I)])

Alternativ uppgift 3 (12p) Formulera och bevisa en sats om existens och entydighet
av polynom interpolerande n punkter.

Bestédm det minsta tal K > 0 sadant att Newtons metod anvénd pa ekvationen |z|*e* = 0
konvergerar till 16sningen = = 0 for alla @ > K, givet att startpunkten ar tillrackligt
nara x = 0. For alla a > K, bestdm konvergensordningen.

4. Vildater f(z) = |z|*e®, vilket for x # 0 ger f'(z) = |z|*” + asgn(z)|z|*te”, dar
sgn ar teckenfunktionen
1 >0
sgn(a:):{ =

-1, z<0.

Darmed har vi kvoten
flz) |z|%e” 1 1

@)~ Jaloer + asgn(a)feleter ~ 14 amll T Ty 8

|z v




Newtons metod for f(x) =0 ges dérfor av
1 22+ (a—1)z,
14 = N Ty + '

Tn41 = T

Vi undersoker konvergensen genom att titta pa kvoten mellan tva pa varandra foljande

iterat:
Tpt1  Tp+Q— 1
T,  anta
Ett tillrackligt villkor for konvergens ar darfor att gransvardet av uttrycket ovan da x,, —

0 till beloppet ska vara mindre an ett, dvs.

vilket, eftersom vi endast betraktar positiva «, ar ekvivalent med o > 1/2. Vi har alltsa
funnit att K = 1/2. Fér alla « > K och a # 1 ser vi att konvergensen dar linjir (med
hastighet |“=2|). Vi testar om konvergensordningen for o =1 dr tvd:

a—1

| <1,

Tn1 o 1 1

)
x2 T+

da x, — 0. (Man kan ocksa visa att Newtons metod konvergerar for o = 1/2, men det
dar jobbigare. Konvergenshastigheten blir for detta o langsammare dn linjdr.)



