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DEL I — GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. En Hammingkod C' av langd 7 ges av nollrummet till matrisen

0001111
01 10011
1010101

med koefficienter i kroppen Fy = Z/27.

(a) Bestdm en bas for C. (2 p)
(b) Bestédm ett delrum W C FI som uppfyller W & C = F} som inre direkt summa.
(2 p)
Losningsforslag.

(a) Forsta, andra och fjarde kolonnen bildar identitetsmatrisen efter radbyte. Vi
kan dérfor lata de 6vriga kolonnerna utgora fria variabler och far darmed en
bas for C' som bestar av

171 1] [0] [1T
1| |o| [1] |1
1| [o| |o| o
ol,[1],]1], |1
ol [1] |o| |0
ol lo| |1] [0
0] |o] [o] |1

(b) Vi kan vélja en bas for W som svarar mot de kolonner som dr bundna variab-
ler eftersom C' inte innehaller nagra nollskilda vektorer som ar noll i alla fria
variabler. Déarmed ges W av

1 0 0 a
0| (1] |0 b
0| 0] |0 0
Span<¢ [0, 0], 1| =1 |c| :a,bce€Fy
0 0 0 0
0 0 0 0
0] (o] o 0]

Svar.
(a) {[1110000]T, [1()01100]T7 [OlOlOlO}T, [1101001]T} ar en bas for C.

(b) W = {{a b 0 ¢c 00 O}T a,b,c € R} ar ett sddant komplement.
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2. Lat V = C® och
B={e —ey e —e3 €3 —ey, e, —e;, e}
dir {e;, ey, e3, ey, es5} dr standardbasen for C°. Bestam den duala basen B* for V*.
(4 p)
Losningsforslag. Vi skriver den givna basen som B = {f},fs, f3, £y, f5}. Om vi be-

traktar de duala vektorerna som radvektorer [cl Cy C3 C4 04] kan vi stalla upp
villkoren fl(f]) = (51']' SOOI

Ci1 Ci12 C13 Ci14 C15 1 0 0 0 0 1 00 0 O
Co1 Cog C23 C24 Caj —1 1 0 0 0 01 000
C31 C32 C33 C34 C3zp 0 -1 1 0 Ofl=10 0 1 0 O
Cq1 C42 C43 Cy4 Cyp 0 0 —1 1 0 00010
C51 Cs2 Cs3 Cyq4 Csp 0 0 0 -1 1 0 0 001
och vi far
C11 C12 C13 Ci4 Ci5 1 0 0 0 0 ! 1 0000
Cg1 C929 Co3 C24 Coj —1 1 0 0 0 1 1 000
C31 C32 C33 C34 C35| = 0 -1 1 0 0 =111 1 0 0
Cq1 C42 C43 Cqq4 Cy5 0 0 -1 1 0 1 1110
C51 Cs2 Cs3 Cs4 Css 0 0 0 -1 1 1 1111

dar inversen kan berdknas genom Gausselimination eller genom att anvinda att
(I-N)"'=I+N+N?+ N3+ N,
d& N° = 0. Den duala basen ges dirmed av

B = (e}, ef + ¢}, € + o)+ e} el +e}+e;+ef, e +estelte;tel)

Svar. B* = {e}, e] + e}, ej+e5+e€}, el +el+el+el ef+e;+el+e;+ei}larden
duala basen.
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3. Bestam singularvarden och en ortonormal bas av vanstersingulara vektorer till den
reella matrisen

0001111
A=10 1 1 0 0 1 1{.
1 01 0101
(4 p)
Losningsforslag. Vi beriknar AA” och far

4 2 2

B=AA"= |2 4 2|.
2 2 4

som har egenvarden 8 och 2, med egenvektorer som ges av nollrummen till
-4 2 2 2 2 2
2 —4 2 respektive (2 2 2
2 2 —4 2 2 2

vilket ger egenrummen

el

Vanstersingularvektorerna ges av ON-baser for dessa, dvs

1//3 —1//2 1/v/6
(s oAl L)
1/v3 0 —2/v/6

dar vi kan fa den sista vektorn genom Gram-Schmidt eller som kryssprodukt av de
tva forsta. Singularvirdena for A ar kvadratrotterna av egenvirdena for B, dvs /2

och /8 = 2/2.

Svar. Singularviardena &r 2v/2, v/2 och v/2 med ON-bas av vanstersigulara vektorer

som ges av 1/\/5 _1/ > 1/\/6
[ Ll
1/V3 0 —2//6
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. (a) Definiera begreppet adjungerad operator. (1 p)

(b) Ge ett exempel pa en operator som saknar adjungerad operator. (1 p)

(c) Visa att alla egenvérden till en sjalvadjungerad operator pa ett komplext inre

produktrum é&r reella. (1 p)

(d) Visa att egenvektorer som tillhor olika egenrum till en sjilvadjungerad operator

ar ortogonala mot varandra. (1 p)
Losningsforslag.

(a) LT dr adjungerad operator till L : V. — V om (LT(x)|y) = (x|L(y)) for alla
X,y i ett inreproduktrum V.

(b) Om {e;}°, ar en ON-bas for V och L(e,) = >I',e; kan det inte finnas
ndgon adjungerad operator L' eftersom LT(ey) méaste uppfylla (LT(eg)|e;) =
(eg|L(e;)) =1 for alla i > 0.

(¢) Om L ar sjalvadjungerad och A &r ett egenvérde till L sé finns en nollskild vektor
x sd att L(x) = Az och vi far (L(x)|x) = Mx|x) = (x|L(x)) = \x|x), vilket
ger A = X eftersom (x|x) # 0. Allts ar \ reellt.

(d) Om L ar sjalvadjungerad och L(x) = Ax och L(y) = py dér x och y &r nollskilda
och A\ # p far vi

(LE)ly) = Mxly) = (< L(y)) = px]y).
Eftersom A # p och A\(x|y) = pu(x|y) maste (x|y) =0, dvs x L y.
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5. (a) Definiera begreppet primkropp. (1 p)

(b) Visa att primkroppen i en kropp maste vara isomorf med Q eller med F,, = Z/pZ

for nagot primtal p. (1 p)

(c) Ge ett explicit exempel pa en kropp med precis nio element. (2 p)
Losningsforslag.

(a) Primkroppen &r den minsta delkropp som innehaller ettan.

(b) Om {0,1,14+ 1,14+ 1+1,...} ar andlig maste viha 1+1+1+---4+1=0
for nagot antal ettor. Det minsta sadant maste vara ett primtal p eftersom vi
annars skulle ha (14+1+---4+1)(1+14---+1) = 0, vilket skulle motséga
minimaliteten. Déarmed finns en delkropp & = {0, 1,2,...,p— 1} som ar isomorf
med [F,. Om mangden ar odndlig maste vi ha en delméngd som ér isomorf med
de naturliga talen. Eftersom alla nollskilda element ar inverterbara far vi ocksa
14+14+14---4+1)/(14+14+14---4+1)=m/n, for alla n # 0. Dessa element
tillsammans med sina additiva inverser bildar en delkropp som ar isomorf med
Q.

(c) Vikan valja ett irreducibelt polynom ¢(z) av grad tva 6ver F3 = Z/37Z, exempel-
vis ¢(r) = 22+1. Sedan kan vi vélja en matris som har detta som karaktéristiskt
polynom, exempelvis

0 1
=5

Méangden K = {al + bA : a,b € F3} bildar nu en kropp med nio element.
00 10 -1 0
= {14
0 1 1 1 -1 1
-1 0|’ |—1 1’ |—1 -1}’
0 —1 1 -1 -1 -1
1 0”1 1|1 -1
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DEL III — AVANCERADE PROBLEM

6. Avgor vilka karaktéristiska polynom som ar mojliga for 4 x 4-matriser A med koef-
ficienter i C med minimalpolynom g4 (z) = 2% + 222 + 2. Ge exempel pa en matris
for varje sadant polynom. (4 p)

Losningsforslag. Minimalpolynomet ér en delare i det karaktéristiska polynomet som
har grad fyra. Alltsa maste det karaktaristiska polynomet vara p4(z) = qa(z)(z —a)
for nagot a. Eftersom a maste vara ett egenvirde till A maste det ocksa vara ett
nollstélle till g4(x) = z(z + 1)%.Darmed finns tvd mojligheter, @ = 0 och a = —1.
Om a = 0 &r det karaktéristiska polynomet pa(z) = 2?(x +1)?. Jordanformen for A
maste da vara

00 0 O
00 0 O
00 -1 1
00 0 -1
Om a = —1 far vi ar det karaktaristiska polynomet ps(z) = z(z + 1)®. For att

minimalpolynomet ska ha (z + 1)? som faktor maste matrisen ha ett Jordanblock av
storlek 2 till egenvirdet —1. Jordanformen for A maste da vara

0 0 0 0
0 -1 1 O
0 0 -1 0
0 0 0 -1

Svar. Det karakaktéristiska polynomet kan vara ps(z) = x(z + 1) eller pa(z) =
2?(z + 1)2. Exempel pd matriser som har dessa ar

00 0 0 00 0 0
00 0 0 0 -1 1 0
00 -1 1|°Mlg 0 -1 o0
00 0 -1 00 0 -1
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7. Matrisen B ér nilpotent och har tva Jordanblock av storlek 2 x 2 och tre Jordanblock
av storlek 1 x 1. Matrisen A uppfyller A? = B. Avgér vilka mojligheter det finns for
Jordanformen for A. (4 p)

Losningsforslag. Eftersom alla block i B har storlek 2 eller mindre dar B? = 0, vilket
innebér att A* = 0 och darmed har blocken i A storlek 4 eller mindre. Vi beraknar
kvadraterna av dessa block och far

0100]> [0010 010 0
p_ {0010 0001 0000
11000 1] |00 0 0 000 1

000 0 000 0 000 0

010> [oo1 01 0
JE=10 0 1| =0 0 0|~ [0 0 O
00 0 00 0 00 0
J2:012:oo
2710 0 00

2
It = o] = o]

Mer allméant har vi att kvadraten av ett Jordanblock J av storlek 2n har tva block

av storlek n eftersom det upptyller (J%)" = 0 och dimker J?> = 2. P4 motsvarande

satt har kvadraten av ett Jordanblock av storlek 2n + 1 ett block av storlek n + 1

och ett av storlek n.

De tva blocken av storlek 2 i A% kan antingen komma fran ett block av storlek 4
eller fran tva block av storlek 3. I det forsta fallet kan de tre blocken av storlek 1
antingen komma fran ett block av storlek 2 och ett block av storlek 1 eller fran tre
block av storlek 1. I det andra fallet méaste det sista blocket av storlek 1 komma fran
ett block av storlek 1. Vi har alltsa tre mojligheter.

0100000 [0100000 0100000
0010000 (0010000 0010000
0001000 [0001000 0000000
0 000O0O0O[,{000000O0|eler | 0000100
0000O0T1O0[ [0000O0O00O 00000O0T10
00000O0O [0000O0O00O 0000000
0000O0O0GO (000000 0 000000 0

Svar. Blocken kan ha storlek 4, 2 och 1, eller 4, 1, 1, och 1, eller 3, 3 och 1.
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8. Lat V och W vara dndligtdimensionella komplexa inre prouktrum. Visa att det finns
en inre produkt pa V ® W som uppfyller att

(a) (vi @ Wi|ve @ Wo) = (vyi|va)(wi|wa), for vi, vy iV och wy,we i W, (2 p)
och att
(b) Ly ® Ly ar en unitar operator pd V ® W om L, &r en unitir operator pa V' och
Lo ar en unitar operator pa W. (2 p)
Losningsforslag.

(a) Om {ej,ey,...,e,} dren ON-bas for V och {f;,f,,... f,} 4r en ON-bas for W
kan vi deﬁnlera en inre produkt pa V ® W genom att lata {e; @£} =) vara
en ON-bas. Vi far da att (e; @ fj|e, @ £;) = 00,1 = (e;|ex) (f;|f)). Darmed far vi
ocksa att for vi = > a,e;, v = Zc,-ei €V ochwy =Y bf;,wy =3 d;f; € W ar

(Vi @ Wi|vy @ W) = <Z doabje; @5 cudie, ® fz>

i=1j5=1 k=11=1

1j=1k

@zb del<el &® f: |ek X fl>

1 £
Ms
M:

1i=1

S
Il
Il
I

=22 > D aickbjdi(esler)(£;lf)
i=1k=1j=110=1
— (Zchk<eZ|ek>> (ZZ ]dl f |fl )
i=1 k=1 J=11=1
= (vi|va)(wi|wa)
(b) Fér en vektor x = 3107, a;;e; @ f; far vi
(L1 ® Lo)(x) = Y aiLi(e) @ Lo(f)
i=1,j=1

Vi berdknar ((L; ® L2)(x)|(L1 ® La)(x)) och om L; och Ly &r unitara far vi
(L1 ® Lo)(x)|(Ly @ Lo)(x)) = (3 aijLi(es) @ La(£;)| Y- araLa(ex) @ La(f))
=2 Z aijar(Li(e;) @ Lo(f;)|Li(er) @ Lao(f1))

_ ZZawam (Lyi(ei)|La(ex))(La(f;)| Lo(f1))
= ZZa”akZ ez|ek: f |fl>
- <Z aije; ® £ D aner ® fl> = (xx)

Alltsa bevarar L ® Lo langd och eftersom dimensionen ar dndlig ar detta till-
rickligt for att dra slutsatsen att Ly ® Lo ar unitér.
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9. Lat V vara ett komplext vektorrum av dimension n och lat X C V ® V och Y C
V ®V ®V vara méngderna som ges av

X={u®v-vu:uvelV}

och
Y ={2u@vdw-—-vawu—-wuev:uv,weV}.
(a) Bestam dimensionen av span X C V @ V. (2 p)
(b) Bestam dimensionen av spanY C V@V V. (2 p)
Losningsforslag.

(a) Vikan bilda den linjira operatorn L : V@V — V®V som ges av den bilinjara
avbildningen ®(u,v) = u® v — v ® u. Bildrummet im(L) ar det linjara holjet
till X. Vi kan skriva en bas for V@V som {e; ®e;}I U{e;®e;,e;®e€;}1<icj<n.
Operatorn L ar noll pa de forsta n basvektorerna och pa de tvadimensionella
delrummen som spanns upp av {e; ® e;,e; ® e;} ges matrisen for L av

1 -1
-1 1
som har rang 1. Alltsa har bildrummet dimension n(n — 1)/2.

(b) Vi kan bilda den linjéra operatorn L : V@V @V — V@V ® V som ges av
den trilinjara avbildningen ®(u, v,w) =20 VW - VOWRU—-WRY V.
Bildrummet im (L) ar det linjara holjet till Y. Vi kan skriva en bas for VeV eV
som

{ei Xe Ke; ?:1 U {ei ®Xe X €;,€; & €; X €;,€; ®Xe K ei}1§i¢j§n
Ufe; ®ej@er, ej Qe Qe e, Qe @ e ticicick<n
Ufe,Re,®ej, e ®@e ®ey, e ® e ® e ticicjck<n

Pa de forsta n basvektorerna ar L noll. P4 de tredimensionella delrummen har
L matris

2 -1 -1

-1 2 -1

-1 -1 2
som har rang 2. Alltsa ar dimensionen av W

dim W = 2n(n — 1) +2<§> +2<§> :4(72’) +4<§> :4(”?) _2Ant 1);(”_ D)

Svar.
(a) dimU =n(n —1)/2.
(b) dimW =2(n+ 1)n(n —1)/3.




