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DEL I — GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat V = Clx]| vara vektorrummet av polynom med komplexa koefficienter. Lat L: V' —
V vara operatorn som ges av L(p(z)) = (z — 1)(p(z) + p(—z)).

(a) Bestdm en bas for kidrnan ker L och en bas for bilden im L. 2p)
(b) Ar V en inre direkt summa av ker L och im L? 2p)
Losningsforslag. Vi anvinder basen 1, z, 2%, . . .. Eftersom p(z) +p(—=) dr 0 f6r udda funk-

tioner och 2p(x) for jamna funktioner har vi att:

R R

Eftersom L(1) = 2(x — 1), L(2?) = 2(x — 1)2?, L(z*) = 2(x — 1)a*,... #r linjirt
oberoende (de har alla olika grad) sa dr detta en bas for bilden. En bas for kidrnan &r darfor
a3, ad, .

V' idr en inre direkt summa av ker L och im L precis da baserna for ker L och im L
tillsammans utgor en bas for V. Detta idr fallet da Span{z,2(z — 1)} = Span{l,z},
Span{z?,2(z — 1)z*} = Span{z? 3} osv.

Anmdirkning: Bilden har basen L(1), L(x?), L(z*), ... och kéirnan har basen z, 23, 2%, . . ..
Men att 1, 2, 22, 23, ... #r en bas medfor inte automatiskt att V' = ker L @ im L. Detta dr

till exempel falskt om L(p(z)) = z(p(z) + p(—z)).

Svar.
(a) En bas for kiirnan dr {z%*! : k € N} = {x,2%,2° ...}. En bas for bilden ir
{2(z = Da* : ke N} ={2(x —1),2(z — 1)z, 2(x — 1)a*,... }.
(b) Ja.
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2. Lat V' = C|x]<4 vara vektorrummet av polynom av grad < 4 med komplexa koefficienter.

Ge V den inre produkten (p(z)|q(z)) = p(0)q(0) + p'(0)g’(0) + --- + p™(0)g¥(0).
Bestidm alla a, b € C sadana att operatorn L: V' — V, som ges av L(p(x)) = p(azx + b),
4r sjilvadjungerad. 4p)

Losningsforslag. Lat p(z) = ayz*+azz®+- - +ag och ¢(z) = byx* +bgz®+- - -+ by. Da dr
)|q(x)) = Gobg + arby + - - - + (41)%azby. Alltsd dr 1, z, 222, 23, La* en ortonormal
<p( )|Q( )> R TR R TR T]
bas. I denna bas blir matrisen for L:

1b L Ly Ly
0 a ab %ab2 Lab?
A=10 0 a® a% %aQb2
00 0 a ab

0 0 O 0 a

Eftersom basen dr ortonormal sa dr A sjdlvadjungerad om och endast om A dr Hermitesk,
dvs A = AT. Vi ser forst att det dr nodvindigt att b = 0. DA blir matrisen diagonal. En
diagonalmatris ér sjdlvadjungerad om och endast om elementen &r reella och detta sker
precis nir a ir reellt.

Svar. L ir sjdlvadjungerad ndr b = 0 och a € R.

011
(a) Bestdam singuldrvirdena till A. 2p)
(b) Bestidm hoger- och vinstersinguldrvektorer till det storsta singuldrvirdet. 2p)

3. Betrakta den komplexa matrisen A = Lo O} .

Losningsforslag. Vi utgar fran

) 1 0 .
1 2 0 ) 2 1

T _ _
AA! = [0 1 1] Oz i = [—i 2]

Egenviirdena till AAT #r singulirvirdena i kvadrat och motsvarande normaliserade egen-
vektorer dr de vinstersinguléra vektorerna.

Vi har det karakteristiska polynomet (t — 2)?> — 1 = ¢* — 4t + 3 vilket har rotterna
A =241 =1,3. Vihar alltsa singuldrviardena 1 och V3.

En normaliserad egenvektor till 3dry = \/Li [ } . Detta dr alltsa en vénster singulédrvektor

1
till singuldrvirdet /3. Motsvarande hogra singulirvektor ges av:

Svar.
(a) 0 = 1 och o = /3.

(b) En hogersingulir vektor dr x =

Sl-

l
2| och en vénstersingulir vektor dry = \/Lﬁ {ﬂ .
1
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. Lat V vara ett dndligtdimensionellt komplext inre produktrum och lat W C V vara ett

delrum.
(a) Definiera det ortogonala komplementet W=. 1p)
(b) Givet en ortonormal bas by, ..., b, for W, ge en formel f6r den ortogonala projek-
tionen pa W. (1p)
(c) Visaatt V = W @ W ir en inre direkt summa. 1p)
(d) Ge ett exempel pa ett vektorrum V/, ett delrum W och tva inre produkter pa V' som
ger olika ortogonala komplement 11/ +. 1p)

Losningsforslag.

(a) Det ortogonala komplementet bestar av de vektorer i V' som &r ortogonala mot alla
vektorer i W, dvs

WH={xeV : xly)=0, Vy € W}.

(b) Den ortogonala projektionen pad W dr operatorn projy,, : V' — V som ges av

projy, (x) = Z(bi\x>bi.
i=1

(c) Utoka {by,...,b,} tillen ortonormal bas {by, ..., b, } for V (Gram-Schmidt). Detta
ger den inre direkta summan V' = Span{by,...,b,} & Span{b,,1,...,b,}. Den
forsta termen #r W och den andra termen 4r W+, ty b, 1, ..., b, ir ortogonala mot
by, ..., b, per konstruktion.

(d) Vilj V = C? och W = Span{e, }. Med den vanliga inre produkten pa C? s& &r W+ =
Span{es}. Vi beskriver nu en annan inre produkt (—|—)’. Det réicker att beskriva vad
en ortonormal bas &r. Vi viljer f; = e; och f; = e; + e, som ortonormal bas. Da blir
det ortogonala komplementet till W = Span{f; } alltsd Span{f,} = Span{e; + e»}.
Den nya inre produkten ges alltsa av:

(EiIf;)" = o
eller uttryckt i standardbasen (e; = f; och e; = f5, — f)):
1 -1
G = ((ei‘ejy)ij = {_1 9 }
dér den inre produkten ges av GG via:

(x[y)" = [x|tG[yle.
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5. Lat V vara ett dndligtdimensionellt vektorrum och lat .S och 7" vara operatorer pa V.
(a) Vad innebir det att S och T' kommuterar och vad innebir det att de dr samtidigt
diagonaliserbara? 1p)
(b) Vilket/vilka samband géller mellan egenskaperna i (a)? 1p)
(c) Visa att om V ér ett komplext inre produktrum och S och 7" dr kommuterande och

sjdlvadjungerade sa finns en ortonormal bas till V bestaende av egenvektorer till bade
SochT. 2p

Losningsforslag.

(a) Att .S och T' kommuterar innebir att ST = T'S. Att S och T" ar samtidigt diagona-
liserbara innebdr att det finns en bas B bestdende av egenvektorer till bade S och T,
det vill sdga, s att [S] och [T'] bada dr diagonalmatriser.

(b) Om S och T idr operatorer pa ett dndligtdimensionellt vektorrum sa kommuterar de
om och endast om de dr samtidigt diagonaliserbara.

(c) Vi vet att om S och T kommuterar sa dar de samtidigt diagonaliserbara, dvs vi har
en bas i vilken bada ir diagonala. Lat by, ..., b, vara en sddan bas. Lat Sb; = \;b;
och T'b; = p;b;. Lt sedan F), ,, vara delrummet som spénns upp av de b; for vilka
Ai = A och p; = p. Detta ér precis skdrningen av det tvd egenrummen Eg » och Fr ),
och visar att V' ér en inre direkt summa av skidrningarna av egenrummen till S och 7.
Vi vet att hos en sjdlvadjungerad operator dr egenrummen ortogonala mot varandra.
Om X\ # X eller p # p' sé ér alltsd E) , och E) ,, ortogonala mot varandra. Det
ridcker ddrfor att vilja en ortogonal bas for varje £ ,,.

Alternativt kan vi géra om beviset for kommuterar <= samtidigt diagonaliserbar.
Ta ett egenvirde \ for S och motsvarande egenrum Eg . Da dr STx = T'Sx =
Thx = A\(Tx)omx € Eg) ochalltsa dr dven T'x € Eg ). Det innebir att 7" inducerar
en operator pa Eg ) och denna &r ocksa sjdlvadjungerad och har dirfor en ortogonal
bas av egenvektorer. Eftersom Eg » och Eg y dr ortogonala om A # )\’ kommer dessa
baser tillsammans ge en ortogonal bas av samtidiga egenvektorer.
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DEL III — AVANCERADE PROBLEM

6. Lat n vara ett positivt heltal. Lt IV = C[z]<,, vara vektorrummet av komplexa polynom av
grad < n. Bestdm Jordans normalform till operatorn L: V' — V som ges av L(p(x)) =

p(z +1) = p(z). 4p)
Losningsforslag. Vi beriknar
L(z") = (x + 1)" — 2" = na™ ' + termer av légre grad.
Om p(z) = agz® + ag_12% + - - - + ag ir ett polynom av grad d < n, s &r alltsa:
L(p(z)) = dagz®" + termer av ldgre grad.

Operatorn L minskar alltsd graden med ett. Speciellt ir L+ (p(z)) = 0 men L(p(z)) # 0
om p(x) har grad d. Vi drar slutsatsen att

ker LY = Span{1, z,2?, ..., 2% '}

Alltsd dr dim(ker L?) = d for allad < n + 1. Vi drar slutsatsen att Jordans normalform
till L bestar av ett enda block med egenvirde 0. Alltsa (n + 1) x (n + 1)-matrisen:

0 1 0 ... 0 0
001 ...00
000 ... 00
000 0 1
000 ... 00

Svar. Jordans normalform bestar av ett enda block med egenvérde 0.
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7. Betrakta "Fibonaccis” talfoljd x1 = 1, zo = 1 och x4 9 = x, 11 + x,, forallan > 1 men
dir talen x4, o, . .. tillhor den édndliga kroppen Z/5Z. Vad &r xg20? 4p)

Losningsforslag. Vi skriver om rekursionen som en matrisekvation:

Tpi2| _ |1 1] [Znpa
Toi1| |1 O | x, |~
——
A
Det karakteristiska polynomet for A dr
palt) =t —Dt—1=*—t—1.
Over kroppen Z /57 har vi dubbelroten —2 = 3:
(t+2° =" +4t+4=1t"—t—1.

Egenrummet till A = —2 ges av ekvationen

ker(A + 2I) = ker E ﬂ

vilket spanns upp av §; = {1} och dr en-dimensionellt. En generaliserad egenvektor ges

2
av ekvationen

(A+20)é =&

vilket t ex har 16sningen &, = {(1)] . I Jordanbasen {£;,£-} dr matrisen [_02 _12} och vi

kan beriikna potenser av matrisen genom binomialsatsen déir N? = 0:

{_2 ! r = (=20 + N)" = (=2)"T + (2N = {(_W ”<‘2)H] |

0 -2 0 (—2)"
Alltsa ar:
A"(&1) = (=2)"& A" (€2) = n(=2)""€1 + (—2)"¢,
Vi har att

I . 1 - .
M-M—a £,
och alltsa

| gy - ) = (-2 - (2020(-2% + (-2, )
|:(_2)2020 . 2020(_2)2019:|

Eftersom 2020 = 0 och (—2)* = 11 Z/5Z s& fér vi att x990 = 1.

Alternativ losning: Genom berékning sa ser vi att foljden dr periodisk med perioden
20:
1,1,2,3,0, 3,3,1,4,0, 4,4,3,2,0, 2,2,4,1,0, 1,1,...
och alltsa &r w9090 = x2 = 1. Fran 16sningen ovan sa ser vi periodiciteten fran att (—2)" dr
periodisk med period 4 och n dr periodisk med period 5, detta ger tillsammans periodici-
teten 20 =4 - 5.

Svar. L2022 = 1.
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8. Lat A och B vara komplexa 2 x 2-matriser. Antag att A har egenviardena 0 och 1 och B
har egenvidrdena —3 och 3. Bestdm alla mojliga egenvirden till A + B om:

(a) AB = BA, 1 p)
(b) A och B ir godtyckliga, 2p)
(¢c) A och B dr Hermiteska. 1p)

Losningsforslag. Eftersom A har distinkta egenvirden kan vi vélja en bas dar A dr diagonal.
(a) Om A och B kommuterar sa dr de samtidigt diagonaliserbara, dvs vi kan vilja en
bas dir dven B ér diagonal. D4 blir A + B diagonal med summan av egenvirdena pa
diagonalen. Alltsa finns tva mojligheter: {—3,4} och {—2, 3}.
(b) I en bas dir A ar diagonal har vi att:

Sl (R EE S At

dér alla a, b, ¢ € C som uppfyller ekvationen
det B=—a* —bc= -9
ar mojliga. Detta ger
A+ B = [a b ]
c 1—a
vilken har sparet 1, och alltsa egenvirdena A och 1—\, samt determinanten A(1—\) =
a(l —a) —bc =a— a® — bc = a — 9. Viljer vi A godtyckligt kan vi bestimma a ur
ekvationen:
a=9+A1-X).
och sedan vélja b och ¢ sa att de uppfyller ekvationen for det B. Alltsa dr egenvéardena
{A, 1 — A} mojliga for alla A € C. B
(c) Om B #r Hermitesk sa ir a reellt och ¢ = b. Detta ger [b]? = 9 — a? ur det B = —9
vilket medfor att —3 < a < 3 och for alla sidana ¢ kan vi hitta en Hermitesk matris
med det B = —9. Eftersom A + B &r Hermitesk vet vi dven att \ dr reellt och vi kan
anta att A dr det minsta egenvirdet, dvs A < % Villkoret att a = 9+ A(1 — \) ligger i
intervallet [—3, 3] ger:

—12<A(1—)) < —6

vilket for A < % ar uppfyllt precis om —3 < \ < —2. Det andra egenvérdet uppfyller
3<1-XA<4.

Anmdirkning: for en Hermitesk matris C' med egenvirden A;, Ap sé dr min{\;, Ao} <

% < max{A1, A2} (anvénd att C' 4r ortogonalt diagonaliserbar). Fran detta kan man

dra slutsatsen att —3 < Aoch 1 — A\ < 4.

Svar.
(a) {—3,4} och {—2,3}.
(b) {\,1— A} dir \ € C.
) {\1—-A}dar—3 <A< -2,
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9. Lat L: M, — M,, vara operatorn pa vektorrummet av reella n X n-matriser som
ges av L(A) = A — AT + tr(A)I. Bestim minimalpolynomet och det karakteristiska
polynomet for L for varje positivt heltal n. 4p)

Losningsforslag. Vi vet att 1, ,, r den inre direkta summan av de symmetriska matriser-
na M,  och de anti-symmetriska matriserna M}5 . Fér symmetriska matriser &r L(A) =
tr(A)I och for anti-symmetriska matriser dr L(A) = 2A. Speciellt sa tar L symmetris-
ka matriser pa symmetriska matriser och anti-symmetriska matriser pa anti-symmetriska
matriser. Vidare dr de symmetriska matriserna den inre direkta summan av de spérlosa

symmetriska matriser M5 och Span{/}. Ty vi kan skriva varje symmetrisk matris A

som (A — #I) + 24 T och Mt Span{I} = {0} eftersom aI har spar an. Detta ger

Mn,n = Ms’sn ¥ M;?Sl N> Span{]}

Slutligen dr L(A) = 0 for symmetriska sparlosa matriser och L(A) = nA om A = al. Vi
har alltsa visat att [ dr diagonal med egenvirdet 2 (anti-symmetriska matriser), egenvirdet
0 (sparlosa symmetriska matriser) och egenviardet n (identitetsmatrisen), dvs:

Ey = My
Ey = M7,
E, = Span{[}

For att bestimma det karakteristiska polynomet behover vi bestimma dimensionerna av
dessa egenrum.
1
dimEozdimM;n—1=(1+2+3+---+n)—1:@—1
. . s n(n—1)
dim Fy =dim M5, =1+2+3+---+(n—1) = —
dimFE, =1

Det karakteristiska polynomet blir saledes:

pr(e) =25 Mo =2 (@ —n)
Eftersom L &r diagonaliserbar sa forekommer varje faktor bara en gang i minimalpoly-
nomet. Om n = 1 dr Ey = Ey = {0} sa minimalpolynomet blir ¢;(z) = x — 1. Om
n = 2 blir minimalpolynomet ¢z (z) = z(x — 2). Om n > 2 blir minimalpolynomet
qr(z) = z(z — 2)(z — n).

Svar. Det karakteristiska polynomet &r

n(n+1)71 n(n—1)

pr(x) =2 2 (x—2)" 2z (z—n)
och minimalpolynomet dr
r—1 omn =1
qr(z) = S z(z — 2) omn =2
z(zr—2)(x—n) omn > 2



