KTH Matematik

TENTAMEN, DEL 2
SF1544
NUMERISKA METODER, GRUNDKURS IV
Torsdag 16 mars 2023 kl 14.00-17.00

Réattas endast om Del 1 ar godkdnd. Maximalt antal podng pa denna del ar 50.
Betygsgranser: 10p D, 20p C, 30p B, 40p A.

Svar skall motiveras och utrdkningar redovisas detaljerat. Korrekt svar utan motivering
eller med felaktig motivering medfor poéangavdrag.

Inga hjdlpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).

P1. Tredjegradspolynomet p(z) interpolerar funktionen f(x) = sin(Zx)(1 4+ 2?) i punk-
terna x = 0,1,2,3 (se figur).
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Figur 1: Grafen till sin(§z)(1 + z?) och p(x).

a) Skriv en algoritm som bestdmmer polynomet p(z), utan att anvinda inbyggda
fit-funktioner (som t.ex. polyfit).

b) Skriv ett program som raknar ut skillnaden i bagléngd for kurvorna f(x) och
p(z) pa intervallet 0 < z < 3. Skillnaden i baglingd ska berdknas med ett fel
mindre &n en given feltolerans. Alla integraler maste beriaknas med hjalp av
en egenskriven trapetsregel. (Du far alltsd inte anvinda inbyggda funktioner
som t.ex. trapz for att berdkna integraler.)

Tips: Baglangden L for en kurva y(z) i intervallet a < z < b ges av integralen
b
L :/ VI+y@?de.
a
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(6 p) c)

Beskriv en detaljerad algoritm som berdknar b* sa att baglingden for kur-
van f(x) pa intervallet 0 < z < b* blir 1. Algoritmen maste vara effektiv.
Programkod &r inte nédvéndig for full podng.

Losningsforslag:

a)

b)

Forslag pa Matlab-kod, hér med den naiva ansatsen:

[0123]";

sin(pi*x/4) .*(1+x."2);

[x.70, x.71, x.72, x.73]; % Vandermonde-matrisen
\y;

0(x) c(1) + c(D*x + c(3)*x."2 + c(4)*x."3;

T o << X
I

Fortsdttning pa koden fran uppgift a):

h = 1; felskatt = 1; iter = 1;
% antar given feltolerans "tol" finns
while felskatt >= tol

x = 0:h:3;

% Berdkna baglangd for f(x)

fp = (pi/4)*cos(pi*x/4) .*x(1+x.72) + sin(pi*x/4).*(2*x);
sf = sqrt(l + fp."2);
Lf = hx(sf(1)/2 + sf(end)/2 + sum(sf(2:end-1)));

% Berdkna baglangd for p(x)
pp = c(2) + 2xc(3)*x + 3*c(4)*x.72;
sp = sqrt(1l + pp.~2);
Lp = h*x(sp(1)/2 + sp(end)/2 + sum(sp(2:end-1)));
% Berdkna skillnaden
skillnad = abs(Lf - Lp);
% Uppskatta felet
if iter > 1
felskatt = abs(skillnad - old);

end

old = skillnad;

iter = iter + 1;

h = h/2; % halvera stegléngden
end

Losningar utan while-slingor kan ocksa ge full podang om det till exempel be-
skrivs i ord hur felet uppskattas genom att halvera steglangden tills &ndringen
blir mindre an toleransen.
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c) Vi kan till exempel anvinda sekantmetoden. Infor

b
L(b) :/0 V14 fl(x)?de

och berdkna integralen med trapetsregeln som i uppgift b). Lat Q(b) = L(b)—1.
Vi vill hitta ett nollstélle till Q(b). For att gora detta med sekantmetoden kan
vi till exempel lata by = 1, by = 1.1 och

br — br—1
Q(br) — Q(by—1)’

Dessa iterat by konvergerar mot det sokta vardet b*.

bk+1:bk_Q<bk) k=1,2,...

(I detta fall &r d&ven Newtons metod ett enkelt alternativ eftersom Q'(b) =

L'(b) = v/1+ f'(b)? enligt analysens huvudsats.)

P2. Vi vill 16sa ekvationssystemet

ye® +In(z) =2

vy +ye® = —1.

(7 p) a) Infor lampliga beteckningar och formulera Newtons metod for systemet i detalj.
Alla ingaende storheter ska skrivas ut explicit.

(6 p) b) Skriv ett program som anvinder Newtons metod for att bestdmma lésningen
med ett fel mindre dn 1071 i bade = och y. Anvind z = 1, y = 1 som
startgissning.

(2 p) c) Formulera en fixpunktsiteration, som inte dr Newtons metod, for att losa

ekvationssystemet. Du behover inte kontrollera konvergensen i detta exempel.
Losningsforslag:
a) Flytta 6ver allt till ena sidan sa fas ekvationen
= ~ |ye* +1n(x)—2| [0
F(l'yy)_|:x2y+y€x+1 - 0l

dvs vi vill hitta ett nollstélle till funktionen F (x,y). Vi behover Jacobimatrisen

1
. et + — e
DF(ry)=| " "z

x

2ry + ye® 2+ €”
och kan sedan skriva upp Newtons metod
@™t = @™ — [DF(u?,ul)] F(u?, ub), n=0,1,2...

dér @° ges av en startgissning.
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b) Férslag pa Matlab-kod:

u=[11]";
s = 1;
while norm(s) >= 10°-10
x =u(l); y=u(2);
F = [y*xexp(x)+log(x)-2;
x"2*y+y*exp(x)+1];
DF = [yxexp(x)+1/x, exp(x);
2xx*y+y*exp(x), x"2+exp(x)];
-DF\F;
u + s;

c n
Il

end

c) For att skriva ekvationssystemet pa fixpunktsform kan vi till exempel addera
x respektive y till ekvationernas bada led:

ye® +In(x) —2+x =2
sy +yet +1+y=y.

Vi kan nu anvénda fixpunktsiterationen

Tpi1 = Yn€™ + In(z,) — 2 + xp,

Yn+1 = xiyn + ynexn +1+ Yn,

n=0,1,2,...

Alternativ uppgift P2. Formulera och bevisa en sats om stabilitet av en explicit
differensmetod for varmeledningsekvationen.

Lésningsforslag: Se Sauer Theorem 8.2 (sida 380) eller anteckningarna fran Fore-
ldsning 9, 2023-02-13 (Stabilitetsanalys for framatdifferens).

Lés antingen P2 eller alternativa uppgift P2, inte bada. Om lésningar till den al-
ternativa uppgiften ldmnas in dr det de som kommer bedomas.
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P3. Temperaturen i ett cylindriskt foremal ges av 16sningen till den partiella differential-
ekvationen

T 10T 19T 1

= —-<r<l, 0<t<10

8r2+r67“ 4K ot o ST h ’

T(Lt)=t, T(1,£)=100+40t,  0<t< 10, (%)
1

T(r,0) = 200(r — 0.5), gsr=l,

dar T'= T'(r,t) ar temperaturen, r det radiala avstandet fran cylinderns centerlinje,
t ar tiden och K en given materialspecifik parameter. Vi antar att K = 0.6.

(4 p) a) Antag i ett forsta steg att man forenklar problemet genom att sitta 28 = 0

ot
och 16ser randvardesproblemet
d*T N 1dT 0 1 cr<l
el Tl e g
dr? ~ rdr ’ ’

2 ()
T(3) =0, T(1)=100.

Stéll upp det linjara ekvationssystem (i matrisform) som behover 16sas just i
detta fall d& man anvander finita differensmetoden med centraldifferens for att
42T

. dT
approximera <5 och -

(5 p) b) Skriv ett program som loser randvirdesproblemet i uppgift a) med stegléng-
den h = Ar = 0.1. Programmet ska &ven plotta grafen till 16sningen T'(r) i
intervallet % <r<I.

(3 p) c) Vi vill nu anvinda metoden framat Euler (framatdifferens) for att 16sa den
ursprungliga partiella differentialekvationen (&). Skriv upp det numeriska ut-
trycket for T/™, dar TV ~ T(iAr, jAt). Anvénd som tidigare centraldifferens

9T

for att approximera %3 och g—::. (I detta steg kan du bortse fran randvillkor

och begynnelsevillkor.)

(6 p) d) Skriv ett program som anvénder ditt numeriska uttryck fran uppgift c) for
att hitta en approximation till 7'(r, 10) med steglingderna h = Ar = 0.1 och
k= At = 0.001. Glém inte rand- och begynnelsevillkor.

Losningsforslag:

a) Infor diskretiseringen r; = % + ih dar ¢ = 0,1,...,N och h = %/N Lat
T; ~ T'(r;). Inséttning av centraldifferenserna
dT( ) Tig1 —Tiy dQT( ) Tiy1 — 2T, + T
—(r) ~ —/—/———— —(r;) ~
dr 2h dr? h?
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i differentialekvationen leder till
Tip1 =20 +T 0y 1T — T .
— = =1,...,N—1.
72 LT 0 1=l
Samla ihop termer sa fas
1 1 2 1 1
— — — | T —— | T; —+— )T =0,  =1,...,N—1.
(h2 2hr,-) 1+< h2> +(h2+2hn> + !
Vi har éven randvérdena Ty = T'(3) = 0 och Ty = T'(1) = 100.
Detta leder till det linjdra ekvationssystemet
(o B 0O 0 | _ _
Y2 oa fr 0 T 8
0 0
73 .a ?3 . : T _ :
0 ws a fBnsz 0 TQ X 0
0 w2 a [y B —'(554-2mi;1)‘100
_0 0 YN-1 a | B B
dar
2 1 11
TR T TR oy T R 2
b) Férslag pa Matlab-kod:

h=0.1; N=0.5/h; r = 0.5:h:1; rin = r(2:end-1);
% Konstruera matris
A = zeros(N-1, N-1);

for j=1:N-1
A(j,j) = -2/h"2;
if j>1
A(j,j-1) = 1/h~2 - 1/(2xh*rin(j));
end
if j<N-1
A(j,j+1) = 1/h~2 + 1/(2%h*rin(j));
end
end

% Konstruera hogerledet

b = zeros(N-1, 1);

b(end) = -(1/h~2 + 1/(2*h*rin(end)))*100;
% Los och plotta

T = A\b;
T = [0; T; 100];
plot(r, T)
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c)

d)

Inséttning av derivata-approximationerna i (&) ger

AN -T T -2 AT 1T T
4K At (Ar)? ri o 2Ar

Detta riicker som svar, men vi kan #ven 16sa ut 777"

T =17 +

_l’_
! Ar

AKAL(T), — 21 10, T, -
Ar 27‘1‘ '

Forslag pa Matlab-kod:

h=20.1; k = 0.001;
N = 0.5/h; M = 10/k;
r = 0.5:h:1;
T = 200%(r-0.5); % Begynnelsevillkor
K =0.6;
% Stega med framdt Euler (framadtdifferens)
for j=1:M
% Uppdatera enligt formeln ovan
Tnew = T;
for i=2:1ength(T)-2 % inre punkter
Cl1 = (T(i+1) - 2*T(i) + T(i-1)) / h;
C2 = (T(E+1) - T@GE-1)) / (2xr(i));
Tnew(i) = Tnew(i) + 4*K+k/h * (C1+C2);
end
% Glom inte randvillkoren!
t = k*j;
Tnew(1) = t;
Tnew(end) = 100 + 40%t;
% Uppdatera variabeln
T = Tnew;
end

% losningen = T

(Det gar forstas ocksa bra att definiera en matris som man multiplicerar 16s-
ningen med i varje Euler-steg.)



