
Lösningar till problemtentamen, SG1113, 25/10, 2024
1.

𝒗𝐴 = 𝝎1 × 𝒓𝑂𝐴 = 𝜔1𝒆𝑧 × 𝑙1𝒆𝑥 = 𝜔1𝑙1𝒆𝑦

𝒗𝐵 = 𝒗𝐴 + 𝝎2 × 𝒓𝐴𝐵 = 𝒗𝐴 + 𝜔2𝒆𝑧 ×
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2. Newtons andra lag ger

𝑚𝑎𝐺𝑥 = 0 (1)
𝑚𝑎𝐺𝑦 = 𝐹 − 𝑚𝑔 (2)
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Låt 𝜶2 = 𝛼2𝒆𝑧 vara linans vinkelacceleration. I begynnelseögonblicket fås

𝒂𝐴 = 𝒂0 + 𝛼2𝒆𝑧 𝒓0𝐴 = 𝛼2𝒆𝑧 × −𝑟𝑂𝐴𝒆𝑦 = −𝛼2𝑟𝑂𝐴𝒆𝑦

I begynnelseögonblicket fås då
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3. Newtons andra lag ger

−(𝑅 + 𝑟) ¤𝜃2 = 𝑁 − 𝑚𝑔 cos 𝜃 (7)
(𝑅 + 𝑟) ¥𝜃 = −𝐹 + 𝑚𝑔 sin 𝜃 (8)

Masscentrum rör sig i en cirkel med vinkelhastigheten ¤𝜃, alltså har vi att

𝑣𝐺 = (𝑅 + 𝑟) ¤𝜃 (9)

Cylinderns kinetiska energi är
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och dess potentiella energi kan skrivas

𝑉 = 𝑚𝑔(𝑅 + 𝑟) cos 𝜃 . (11)

Energiekvationen ger nu

𝑚𝑔(𝑅 + 𝑟) = 3
4
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Vi deriverar detta uttryck och får

𝑚(𝑅 + 𝑟) ¥𝜃 =
2
3
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Vi sätter in (12) i (7) och (13) i (8) och löser for 𝑁 och 𝐹,

𝑁 =
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3
𝑚𝑔(7 cos 𝜃 − 4) (14)
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3
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Kropparna förlorar kontakten med varandra då 𝑁 = 0. Om friktionstalet är
oändligt stort sker detta för 𝜃𝑚𝑎𝑥 = arccos(4/7). Om friktionstalet är ändligt
börjar cylindern att glida innan den kommit så långt och det är omöjligt att säga
när den förlorar kontakten med underlaget om friktionstalet inte är givet.
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4. Systemet har två frihetsgrader. Vi väljer 𝜃1 och 𝜃2 (se figur) som generaliserade
koordinater.
Den kinetiska och potentiella energin för stången är
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𝑉1 = −𝑚𝑔𝑟 cos 𝜃1

Koordinaterna för skivans masscentrum är

𝑥 = 2𝑟 cos 𝜃1 + 𝑟 cos 𝜃2

𝑦 = 2𝑟 sin 𝜃1 + 𝑟 sin 𝜃2

Den kinetiska och potentiella energin för skivan ges av
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𝑉2 = −2𝑚𝑔𝑟 cos 𝜃1 − 𝑚𝑔𝑟 cos 𝜃2
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Lagrangianen för systemet ges av

𝐿 = 𝑇 −𝑉 = 𝑇1 + 𝑇2 −𝑉1 −𝑉2 =

=
8
3
𝑚𝑟2 ¤𝜃2

1 +
3
4
𝑚𝑟2 ¤𝜃2

2 + 2𝑚𝑟2 cos(𝜃2 − 𝜃1) ¤𝜃1 ¤𝜃2 + 3𝑚𝑔𝑟 cos 𝜃1 + 𝑚𝑔𝑟 cos 𝜃2

Lagrange ekvationer kan nu skrivas
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För att bestämma frekvenserna för små svängningar kring jämviktslätet, 𝜃1 = 𝜃2 =

0, linjäriserar vi ekvationerna
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