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DEL I - GRUNDLAGGANDE PROBLEM
1. Givet

A:

NN W
DN W =~
W =~ O Ot

Bestiam en bas till kolonnrummet, Col A, och en bas till radrummet, A, av A. “4p)

Losningsforslag. Vi betraktar den associerade totalmatrisen av A och anvinder Gausselimi-

nation:
1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 30 1 0 -1 0
A4 0 ~ 2 3 40 N 0 -1 -2 0 N 0120 N 01 2 0
2 46 0 0 0 0 0 0 00O 00 0 O
3450 0 —2 —4 0 0 00O 0 0 0 O

Fran den reducerade trappstegsmatrisen erhaller vi att de icke-noll raderna bilder en
bas till radrummet och att pivotkolonnerna i den ursprungliga matrisen bilder en bas till
kolonnrummet, alltsa

g

Svar. Bas till kolonnrummet: {[3,2,2,1]7, [4,4,3,2]T}
Bas till radrummet:{[1,0, —1], [0, 1,2]}.
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2. Lat
H:{XGRSZ dxy + 323 :0}
vara ett plan och

vara en vektor i R3. Bestdm avstandet mellan v och H.
4 p)

Losningsforslag. Avstindet mellan v och H ir lika med ldngden av vektorn v — proj v.
Vektorn v — proj; v ér lika med projektionen pa linjen genom origo som &r ortogonal mot
H, alltsa

{v,n)

(n, )

ddr n &dr en normal vektor till planet H och L = {An: € R}. Fran definitionen av H ser

viatt n = [4,0,3]” dr en normal vektor till H. Vi har alltsd

V — Projy Vv = proj, v =

[1,0,—1]7[4,0, 3]
[4,0,3]7[4,0,3]

1
25

4 4
V —projy v = 0 0
3 3

Avstandet mellan v och H ir alltsa

1 1
|v — projy v|| 55V 7

Svar. Avstandet mellan v och H ir lika med %
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3. Givet matrisen

5 1 5
A= 1011
00 5
Bestdam om P &r diagonaliserbar. 4p)

Losningsforslag. Matrisen A &r 6vertrianguldr. Egenvirdena av en sadan matris ligger pa
diagonalen. Matrisen A har alltsa 5 och 1 som egenvirden med algebraiska multipliciteten
2 och 1 respektive.
Vi har
0 1 5 0
A-bl;3=|0 -4 1| ~ |0
0 0 0 00 O

Nollrummet av A — 513 ges ddrmed av alla vektorer

T 1
X= |xzo| =21 |0
T3 0

Dimensionen av egenrummet till egenvérde 5 vilket ar lika med det geometriska multipli-
citeten av 5 dr alltsa lika med 1 och ddrmed mindre dn den algebraiska multipliciteten av

5. Alltsa dr A inte diagonaliserbar.
O

Svar. A ir inte diagonaliserbar.
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4. Givet
1 01 1
A=10 1 1 och b=]1
000 1
Bestdm en minstakvadratlosning till systemet Ax = b. 4p)

Losningsforslag. En vektor x € R? dr en minstakvadratldsning om och endast om den ir en
16sning till normalekvationen

ATAx = A™b.
Vi har _ ~
1 0 0|1 01 1 01
ATA=10 1 0| |0 1 1| =011
11 0] |0 0 0] 11 2
och - _
10 0] |1 1
AT =10 1 0| |1| = |1
11 0] |1] 2
Vi maste alltsa 16sa systemet
1 01 1
01 1I|x=|1
11 2 2
Vi anvinder Gausselimination pa totalmatrisen och erhaller
1 011 1 011 1 011
011 1f~]01 11 ~]0 111
11 2 2 0111 0000
Parameterformen av 16sningen ér
T —I3 + 1 -1 1
X= |Z2| = |—23+ 1| = T3 -1+ |1
Z3 x3 1 0
Om vi sitter x3 = 0, till exempel, d& erhaller vi att X = [1,1,0]? &r en l6sning till

normalekvationen och ddrmed en minstakvadratlosning av Ax = b.
O

Svar. Vektorn x = [1,1,0]7 dr en minstakvadratlosning.
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5. Lat B = {by, by, b3} vara basen i R* som ges av

1 —1 1
b1: 1 7b2: 0 7b3: 0 )
0 0 1

och 1t £ = {ey, ey, e3} vara standardbasen i R®. Bestdim basbytematriserna Ps, ¢ och

Pecp.
(4 p)

Losningsforslag. Basbytematrisen Pg. ; dr lika med matrisen som har kolonnerna by, b, bs:

1 -1 1
Peep =11 0 0
0 0 1

Basbytematrisen Pp, ¢ ges av inversen av Pg,_g. Vi anvinder Gausselimination och erhaller

1 -1 11 00 1 -1 1 1 0 0] 1 -11 1 00
1 0 o010, ~1J0 1 -1 -11¢0|~]0 1 0 -111
0O 0 1 0 01 0O 0 1 0 01 0O 0 1 0 01
(1 -1 0 1 0 —-1] [t 00 0 10
~ (01 0 -11 1|~(010 -1 11
0O 0 1 0 0 1 001 0 01
Alltsa har vi
0O 1 0
Poee=(Peep) ' =|-1 11
0 0 1
O
0 1 0 1 -1 1
Svar. P&_g: —1 1 1f och P&_B = 1 0 O
0 01 0 0 1
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DEL II — AVANCERADE PROBLEM

6. Bestidm vilka av foljande avbildningar som ér linjéra.

)

S:R¥ — R
A — detA
(i1)
TIR2X2 SN R2><2
A — AT+ A
(ii1)
Q:R* - R

X 22+ 211y + 7

(2 p)

2p)

2p)

Observera: Podng ges for argumentationen i Uppgift 6. Speciellt ges inga podng for svar

som inte motiveras eller forklaras.

Losningsforslag. En avbildning f: V' — W fran ett vektorrum V till ett vektorrum W ar

linjdr om
f(v+w) = f(v)+ f(w) och
flev) = cf(v)

giller for allav,w € V och c € R.
(1): Avbildningen S é&r inte en linjdr avbildning eftersom, till exempel,

S(313) = det(313) = 27 # 3 = 3det I3 = 35(I3) .
(i1) Avbildningen 7" &r linjdr enligt riknereglarna for transponerade matriser,
T(A+B) = (A+B)" 4+ (A+B)
A"+ B"+A+B
= (AT+A)+(B"+B)
= T(A)+T(B) och
T(cA) = (cA)T + (cA) =cAT 4 cA=c(AT + A) = cT(A).

(iii) Avbildningen () &r inte linjdr eftersom, till exempel,

QL) =2242-2-24+22=16#8=2(1-1+2-1-1+1-1) =2Q([1,1]7).
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7. Lat Py = {ag + a1t + ast®: ag,aq,ay € R} vara vektorrummet av alla polynom av grad
hogst 2 med en inre produkt definierad som

{p(1), q(t)) = p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)¢(2)
for alla p(t), ¢(t) € Py. Definiera polynomen

p(t)=tt—1) |, p(t)=t—-1)t—-2) , ps(t)=1t>.

(i) Visa att {p;(t), p2(t), ps3(t)} dr linjért oberoende. 3p)
(ii) Lat W = span{p;(t), po(t)} vara delrummet som spianns upp av polynomen p; (%)
och p,(t). Bestdm projektionen, projy, ps(t), av ps(t) pa W. Gp

Losningsforslag. (i): For att visa att {p;(t), p2(t), p3(t)} 4r linjért oberoende behover vi inse
att
C1P1 (t) + 02p2(t> + c3p3 (t) = O(t)
giller om och endast om ¢; = ¢ = ¢3 = 0, dér 0(¢) betecknar nollpolynomet. For att inse
detta sétter vi in olika vérden for ¢:

t=1:
c1p1(1) + capa(1) +e3p3(1) =0+ 0+c3-1°=0=0(1) & c3 =0
t=0:
c1p1(0) + c2p2(0) + c3p3(0) =0+ c2 - (1) - (=2) + 0=0=0(0) = c2 =0
Alltsa far vi att co = c¢3 = 0 och didrmed f6ljer ocksa ¢; = 0 eftersom p;(t) inte &dr

lika med nollpolynomet. Sammanfattat géller ¢;p; (t) + capa(t) + csps(t) = 0(¢) bara om
¢1 = ¢o = c3 = 0 och ddrmed &r {p;(t), p2(t), p3(t)} linjért oberoende.

(ii): Vi andnder Gram-Schmidt processen pa vektorerna {p;(t), p2(t)} for att erhaller en
ortogonal bas {q;(t), g2(t) }av Ps. Vi har

@u(t) = p(t),
@(t) = pat) -

eftersom
(p2(t), p1(t)) = p2(0)p1(0) + p2(L)p1 (1) + p2(2)p1(2) =2-0+0-0+0-4=0.
Alltsa dr {p;(t), po(t)} en ortogonal bas av W och

(p3(t), p1(1))

<p3 (t) y P2 (t)>
projyy, ps(t) = m

pi(t) + mm(t)

dar

(ps(t),p1(t)) = p3(0)p1(0) + ps(1)pr(1) + ps(2)p1(2) =0-04+1-0+4-2=8,
(p1(t), ;1) = (0 +pi(1)°+pi(2)?=0"+0"+2> =4,

(ps(t), p2(t)) = ps(0)p2(0) + p3(1)pa(1) + ps(2)p2(2) =0-24+1-0+4-0=0.
Alltsa

brojyy palt) = Si(t — 1) = 2t(t —1).
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8. Lat £ vara ellipsen som ges av
£ = {x € R*: 102% + 12z,25 + 1023 < 1}.

Bestidm arean, area &, av £. (6 p)

T2

~

J;ﬂ

Losningsforslag. Vi betraktar den kvadratiska formen Q(x) = 10x? + 12z125 + 1023, Vi
har

Q(x) = xTAx

10 6
A= { 6 10} '
Vi diagonaliserar A. Det karakteristiska polynomet av A dr lika med
(10 — 2)* — 6% = (4 — 2)(16 — ),

alltsd dr egenvirdena lika med 4 och 16. Vi har

N R A N e

dar

Detta medforer att [1, —1]7 dr en egenvektor med egenviirde 4 och [1, 1]7 4r en egenvektor

med egenvirde 16. Vi normaliserar dessa vektorer och erhéller att vektorerna % [, -1

och \/% [1, 1] bildar en ortonormal bas av egenvektorer av A. Enligt spektralsatsen kan vi

skriva
L o017+ -+
S el

—v w0 6E 7

Vi tar rotterna av egenvirdena och f& A = M7 M dir
2 0[5 —5
v=lo i 3
V2 V2
Vi betraktar basbyten y = Mx. Vi har
Yryp=yly<le Mx)"Mx=x"Ax<l&excf.

I andra ord, x ir i ellipsen om och endast om y vilket dr lika med bilden av x under den

linjdra avbildningen x — Mx ligger i disken D = {y € R?: y? + 32 < 1}. Alltsa har vi

area D = |det M|area& < area& =

1
D=1/8 7.
|detM|area /8-

us

Svar. area & = g



