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Tentamen bestar av nio uppgifter som vardera ger maximalt fyra podng. Del I utgors av de tre
forsta uppgifterna som testar formagan att 16sa basala problem. Del II utgors av de tva foljande
uppgifterna och testar begreppsforstaelse och kunskap om satser och samband. De fyra sista
uppgifterna utgor del IIT och testar formagan att 16sa mer avancerade problem och &r avsedda
framst for hogre betyg.

Bonuspoing av typ I adderas till erhallna podng pa del I och bonuspozng av typ II adderas till
erhallna podng pa del I1.

Betygsgrinserna vid tentamen kommer att ges av foljande tabell ddar kolumnerna anger poing-
grins for respektive del.

Del | Poiing | Innehéll |[Fx ED C B A
I 12 | Basala problem 7 8 8 8 8 8
II 8 | Begrepp och satser 4 4 4 6 6 6
I 16 | Avancerade problem | 0 0 3 6 9 12

For full podng pa en uppgift krivs att 16sningen &r vil presenterad och létt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs 1 ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poing.

Var god vind!
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DEL I — BASALA PROBLEM

1. Lat k = {0,1, a,1 + a} vara kroppen med fyra element.

(a) Skriv upp additions- och multiplikationstabellerna for &. 2p)
(b) Bestdm en matris A med koefficienter i Z5 sadan att k kan representaras av matriserna
{0,1,A,A+I}. 2p)

2. Lat V = P5 vara polynom i z av grad hogst 5 med komplexa koefficienter. Definiera
produkten av polynom i V' som den vanliga produkten, men dér vi bortser fran termer som
har grad 6 eller hogre i produkten. Operatorn L: V' — V definieras av multiplikation
med polynomet z° — x4 2.

(a) Bestdm en bas for kirnan ker(L). 2p)
(b) Bestidm en bas for bildrummet im(L). 2p)

3. Bestidm singuldrvirden och singulédrvektorer till matriserna

1 4 1 4
A:[i 1] och B:{_Z. 1].

(4p)
DEL II - BEGREPP OCH SATSER

4. Betrakta operatorer L pa ett andligdimensionellt vektorrum V.
(a) Definiera begreppen minimalpolynom och karaktdristiskt polynom. (1p)
(b) Ge ett par belysande exempel pa klasser av operatorer dar minimalpolynomet inte dr
lika med det karaktiristiska polyomet. 1p)
(c) Visa att alla egenvirden till en operator maste vara nollstéllen bade till minimalpoly-
nomet och till det karaktéristiska polynomet. 1p)
(d) Vad sidger Cayley-Hamiltons sats och vad kan man dra for slutsats fran den om rela-
tionen mellan minimalpolynomet och det karaktéristiska polynomet? 1p)

5. Lat V och W vara dndligdimensionella vektorrum.

(a) Definiera tensorprodukten V' ® W. 1p)
(b) Visaatt dimV @ W = (dim V) (dim W). (1 p)

(c) Visa att det det finns en naturlig bilinjir avbildning ®: V xW — VQW. 1p)
(d) Tensorprodukten V' @ W har tillsammans med den bilinjdra avbildningen fran del
(c) en universell egenskap med avseende pa bilinjdra avbildningar V' x W — U,
namligen att alla sadana faktoriserar pa ett entydigt sitt via ®. Forklara vad detta
innebér och skissera ett bevis for att detta giller. 1p)
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DEL III — AVANCERADE PROBLEM

6. Lat V = C|x] vara vektorrummet som bestar av polynom i en variabel med komplexa ko-
efficienter. Definiera den inre produkten (-|-) sd att {1, z, 2%, 23, ... } bildar en ortonormal
bas for V. Lat L: V' — C vara den linjdra avbildning som ges av L(p(z)) = p(1) och
1at W = ker(L).

(a) Bestdm en ortogonal bas for 1. Gp
(b) Bestim en bas for W+, (1p)

7. For en linjdr operator L pa V' kan vi bilda en linjér operatorpa V®V genom I Q@ L — L® I,
dér [ &r identitetsoperatorn pa V.
(a) Bestdm rangen for / ® L — L ® [ om L ges av matrisen 2p)

1 2
5
(b) Visaatt I ® L — L ® I dr nilpotent om L &r nilpotent, men att det omvinda inte alltid
giller. 2p

8. En derivation pa Clx| med avseende pa ett komplext tal a 4r en linjdr avbildning
D:Clz] — C
som uppfyller
D(f(x)g(x)) = 9(a)D(f(x)) + f(a)D(g(x)),

for alla f(x) och g(z) i Clx].
(a) Visa att médngden av derivationer pa C[z] med avseende pa a bildar ett vektorrum

Der,(Clx]). (1p)

(b) Bestidm dimensionen av Der,(C|x]), exempelvis genom att anvinda hur derivationer-

na verkar pa en ldampligt vald bas for C|x]. 3p)

9. Visa att det A > 0 for alla reella antisymmetriska matriser A. 4p)




