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DEL I — GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat V' = C[z]<4 vara vektorrummet av polynom av grad < 4.Lat L: V' — V vara opera-
torn [ — (%)2, dvs den som ges av L(p)(z) = p(x) — p”(z). Bestdm Jordans normalform
for L. 4p)

Losningsforslag. Vi observerar att L. — [ &r nilpotent sa alla egenvirden ér 1. Vidare dr

ker(L — I) = Span{l, z}
ker(L — I)? = Span{1,z, 2% 2°}
ker(L — I)* = Span{1,z,2* 2% 2*} =V
eftersom kérnan till (%)T ar alla polynom av grad < r.
Detta betyder att det finns tva Jordanblock med egenvirde 1 (egenvektorer 1 och x)
varav bida med storlek > 2 eftersom dim(ker(L — I)?) — dim(ker(L — I)) = 2. Det ena

av dessa block maste da ha storlek 3 vilket ocksa stimmer med att dim(ker(L — I)3) —
dim(ker(L — I)?) = 1. Alltsé dr Jordans normalform:
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Alternativt kan man forst vilja en bas och skriva ner operatorns matris for denna bas. I
basen 1, z, 2%, 23, 2* fir vi matrisen:

10 =2 0 0
01 0 -6 0
00 1 0 -—12
00 0 1 0
00 0 O 1

och man kan sedan berikna JNF fran denna som ovan.

Svar. Jordans normalform har tva block med egenvirde 1 av storlek 2 och 3.



SF1681 Linjar algebra, fk Losningsforslag till tentamen 2023-01-11

2. Lat V vara vektorrummet av kontinuerliga funktioner f: R — C med kompakt stod, dvs
flz) = 0 fér alla |z| > R for nagot R (beroende pé f). Ge V' den inre produkten (f|g) =

[ f(x)g(z)e*dv.Lat L: V — V vara operatorn som ges av L(f)(z) = f(z + 1).

(a) Bestam den adjungerade operatorn till L. 2p)

(b) Avgor for varje ¢ € C om cL ir sjdlvadjungerad. 1p)

(c) Avgor for varje ¢ € C om cL ir unitér. 1p)
Losningsforslag.

(a) Vi har att

(f|L(g) g(x + 1)e" dx
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—f(l‘—l) (w)e” dz = (L(f)]g)

—00

Alltsd dr LT(f)(z) = 2 f(z — 1).

(b) Vi har att (cL)" = ¢LT. For att cL ska vara sjilvadjungerad ska alltsd cf(x + 1) =
£f(x —1) gilla for alla f i V. Detta giller bara om ¢ = 0.

(¢) Viharatt (cL)™'(f)(z) = L f(x —1). For att cL ska vara unitir, dvs (cL)™* = (cL)T,
skaalltsd 1 f(z —1) = £f(x — 1) gillaforalla f i V. Detta giller precis nir e = |c|?,
dvs di |c| = \/e = e'/2. Observera att detta inte bara #r 4+/e utan alla komplexa tal
pé cirkeln i origo med radie /e eller explicit: ¢ = e'/>*™ =, /e(cosw + i sinw).

Svar.
@ Li(f)() = Lf(x —1).
(b) Sjdlvadjungerad om ¢ = 0.
(c) Unitdr om |c| = +/e.
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3.LatV = R3och lat f: V x V — V vara kryssprodukten, dvs f(x,y) = x x y for
alla x,y € V. Eftersom f &r bilinjdr sd ger den upphov till en unik linjir avbildning
L:VRV —Vsiatt L(x®y) = f(x,y) forallax,y € V. Bestim en bas for ker L.

4 p)

Losningsforslag. Viharbasen {e1, €5, e3} for V och basen {e;1, €12, €13, €21, €22, €93, €31, €39, €33}
for V ® V dir e;; = e; ® e;. Vidare dr

L(eij) = L(el X ej) = f(ei, ej) =e€; Xe;

och
L(e11) = L(ex) = L(es3) =0
L(es) =e3, L(ey) = —e;3
L(ess) = €1, L(es) = —e;
L(es1) =€y, L(es) = —ey
Detta ger foljande matris for L
00 0 0 010 -10
00 -1 0 001 0 O
01 0 -1 000 0 O

Vi ser att matrisen har full rang (dvs 3) och didrmed har kidrnan dimension 6. Matrisen &r
redan rad-reducerad och en bas for kidrnan ar alltsa

{e11, €22, €33, €23 + €32, €13 + €31, €12 + €91 }.
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. Lat V vara ett vektorrum och lat U och W vara delrum av V.

(a) Definiera vad det innebdr att V' dr en inre direkt summa av U och W. 1p)

(b) Definiera kvotrummet V /W (du behover inte bevisa att det &r ett vektorrum). (1 p)

(c) Visaattom V = U @ W sé finns en isomorfi mellan U och V /. 2p)
Losningsforslag.

(a) Att V. = U @ W innebidr att varje vektor i V' pa ett unikt sétt gar att skriva som en
summa av en vektor i U och en vektor i W. Alternativt att U och WV tillsammans
spanner upp V och att U N W = {0}.

(b) Kvotrummet V//W dr méngden {[v] : v € V} dir [v] = v + W C V betecknar en
ekvivalensklass (dven kallat sidoklass). Nollvektorn #r [0] = 0 + W = W. Addition
ges av [vy] + [vo] = [v1 + Vvo|. Skaldrmultiplikation ges av c[v] = [cv]. Detta gor
kvotrummet till ett vektorrum.

(c) Vi betraktar den linjdra avbildningen L: U — V/W dér L(u) = [u] férallau € U.
Eftersom varje vektor v gar att skrivasom v =u+w med u € U och w € W har vi
att [v] = [u] + [w] = [u] = L(u) s& L ir surjektiv. Att L(u) = [u] 4r noll innebir att
u+W =W,dvsattu € W.Menu € U ochUNW = {0}. Alltsa dr L injektiv.

5. Lat V vara ett komplext inre produktrum och lat L.: V' — V' vara en operator.

(a) Definiera vad det innebir att L dr unitdr. 1p)
(b) Ge ett exempel pa ett inre produktrum V' och en linjér operator L sa att || L(x)|| = ||x||

utan att L dr unitér. 1p)
(c) Visa att alla egenvérden till en unitir operator har absolutbelopp 1. 1p)

(d) Visa att egenrummen till olika egenvirden till en unitir operator dr ortogonola.
(1p)

Losningsforslag.
(a) L dr unitdr om L~ = L. Ekvivalent, s dr L unitir om L #r inverterbar och bevarar
norm (eller, ekvivalent, den inre produkten).

(b) LatV = ¢*(C) och L(ag, a1, as, ...) = (0,a9, ar, as, ... ). Da bevarar L normen men
ar inte inverterbar (den r inte surjektiv) och alltsa inte unitér.

(c) Lat & vara en egenvektor med egenvirde \. Da dr
I€]1* = (€16) = (LE)IL(E)) = (NIAE) = AN(EIE) = [APIIE]
Eftersom ||€||* # 0 foljer att || = 1.
(d) Lat \; # X, vara egenvirden och lat&; € E), for ¢ = 1, 2 vara egenvektorer. Da ar
(€1]€2) = (L(E)IL(E2)) = (M€i[Aab2) = Mda(€ulér).

Eftersom M1 = |Ai]? = Llenligt (c) sa dr A, = \['. Eftersom \; # )\, s ér alltsd
A1 # 1. Det foljer att (§1]€2) = 0, dvs €; och &, ér ortogonala.
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DEL III — AVANCERADE PROBLEM

6. Lat A vara 3 x 3-matrisen med element i kroppen F3 = Z/3Z som ges av:

-1 1 -1
A=11 -1 -1
1 1 0

Lat S vara delrummet av 3 x 3-matriser som ges av S = {p(A) : p(z) € F3[x]}, dvs alla
polynom i A med koefficienter i Fj.
(a) Bestdm antalet elementi S. 2p)
(b) Avgdr om S utgdr en kropp (med addition och multiplikation av matriser). 2p)

Losningsforslag. Det ricker att bestimma minimalpolynomet till A. Detta dr inte av grad 1
eftersom A inte dr diagonal. Minimalpolynomet har alltsa grad 2 eller 3. Vi berdknar:

-1 1 =1][-1 1 -1 1 =3 0
A2=11 -1 -1 1 -1 =1|{=1]-3 1 0] =1
1 1 0 1 1 0 0 0 -=2

Alltsd dr A* — [ = 0 och minimalpolynomet ér g4(z) = 2> — 1 = (x + 1)(z — 1).
(a) Eftersom minimalpolynomet har grad 2 sa dr S = Span{I, A} och alltsd dr S ett
[F5-vektorrum av dimension 2. Detta innebir att S har 32 element.

(b) Eftersom minimalpolynomet inte ir irreducibelt sa ar S ej en kropp. Man kan ocksa
se detta konkret: (A + I)(A — 1) = 0sa A+ I kan ej ha en invers.

Svar.
(a) S har 9 element.
(b) Nej, S dr ej en kropp.
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7. Lat ¢(C) vara Hilbertrummet av foljder a = (ag,a1,...) med |a]? = Y 0o |a;|* < o0
och den inre produkten (a|b) = > a;b;. Lat L: ¢*(C) — ¢*(C) vara operatorn som
tar en fOle (CL07 ai,ag, ... ) pﬁ foljden (CLQ, agp, a1, as,03,04, ag, g, a7, . .. )

(a) Avgor om L ir sjdlvadjungerad och/eller unitér. 2p

(b) Avgor om det finns en ortonormal Hilbert-bas av egenvektorer till L. 2p)

Losningsforslag. Lat o: N — N vara definierad av 0(3k) =3k + 1, 0(3k + 1) = 3k + 2,
o(3k +2) = 3k foralla k € N. Da dr L(e;) = e,(;). Notera att ¢ &r inverterbar.

(a) L ar unitdr eftersom den permuterar den ortonormala basen e, e, ... och darfor
bevarar norm och &r inverterbar (inversen ges av L' (e;) = €,-1(;). Allts ér Lt =
L™, Eftersom L # L~! s #r L inte sjdlvadjungerad. T ex dr L(e;) = e; medan
L_l(eo) = €.

(b) Eftersom V &r oédndligtdimensionellt sd foljer det inte automatiskt att L dr diagona-
liserbar fran att L #r unitir. Men vi noterar att L®> = I s alla egenvirden #r tredje
enhetsrotter. Vidare dr

® e3; + e3xy1 + €312 en egenvektor med egenvirde 1,

e ez, + wes 1 + w’es,, o en egenvektor med egenviirde w, och

o ey, + w?es. 1 + wes, o en egenvektor med egenvirde w?,
forallak =0,1,2,... dirw = e dren tredje enhetsrot. Detta dr en ortogonal bas
for hela ¢2(C) vilket vi kan se pé foljande sitt. (1) Egenvektorer for olika & &r up-
penbart ortogonala. (2) Egenvektorer for samma £ har olika egenvirden och dr darfor
ortogonala eftersom L dr unitér. (3) For varje & har vi alltsa tre linjdrt oberoende
egenvektorer och dessa spanner diarfor upp esy, €311, €3x-12-
Vi kan slutligen normalisera egenvektorbasen genom att dela med /3.

Svar.
(a) L dr unitdr men inte sjalvadjungerad.
(b) Ja, L dr ortogonalt diagonaliserbar.
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8. L4t X och Y vara n x m-matriser si att alla trippelprodukter av dem ir noll, dvs X? =
XY =XYX=YX?=Y2X=YXY =XY2=Y3=0.

(a) Berikna eXe" och eX*Y. (1p)
(b) Visa att det finns en matris Z si att e¥e¥ = eZ och ge en explicit formel for Z i

termer av X och Y. GBp

Losningsforslag.
(a) I allménhet dr
| y 2 43
=1 — 4+ —+...
=T AT Tt

Eftersom X3 =0, Y3 = 0 och (X + Y)? = 0 har vi att
X2

GX = ] +X + 7

2

Y
€Y:I+Y+7

X’ 4+ XY +YX+Y?
5 .

XY =T+ X+Y +

Vi beridknar:

X2 Y2 X2 Y2
e%Y:O#KH~;>O+Y+3>:I+X+Y+XY+—%%f

(b) Vi gbr ansatsen Z = X + Y + aXY + bY X eftersom alla trippelprodukter &r noll
och den linjira termen i eXeY #r X + Y. Vi har att

X’ +Y?+ XY +YX

2

% + 1 % + 1 X2 4+Y?
at XY+~—§—YX+~—%}—

=T+ X+Y+aXY +bYX +

I+ X+Y+

Vi maste alltsa vélja a = % och b = ’71 Dvs

1 1
Z=X+Y+ (XY -YX)=X Y+ [X,Y].

Hade vi tagit med cX? + dY? i ansatsen for Z hade vi fitt ¢ = d = 0.

Alternativt kan vi istillet anvénda att In(/ + A) = A — A? for en matris A sa att
A3 :O.MedA:X—i—Y—i—XY—l—w ger detta:
Z=In(e*e¥)=In(I +A)=A— %AQ
:X+Y+XY+§;?E—%CW+XY+YX+Y§
:X+Y+%(XY—YX).

Svar.
X24+Y?2
eXe¥ =I+X+Y+XY++
XY +YX X24Y?
A =T+ X4Y + ; + ;

1
Z=X+Y+ (XY -YX)

7
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9. Lat V vara ett vektorrum av dimension n, 14t 0 < m < nochlatw € A™V dirw # 0. Vi
har en linjir avbildning L: V — A™"'V dir L(y) = w A y. Visa att dim(ker L) = m
om och endast om w = x; AXs A - - - A X,,, fOr nagra vektorer x1,Xs,...,x, € V. (4p)

Losningsforslag. Om w = x; AXa A« -+ AX,, S8 dr X1, Xa, . . ., X, linjdrt oberoende eftersom
w # 0. Eftersom w A x; = 0 for 1 < ¢ < m s har vi att Span{xy, Xs,..., X} C
ker L och alltsa dim(ker L) > m. Utdkar vi till en bas x1,Xa, ..., X, for VV sa ser vi att
L(x;) = X1 AXg A -+ AXpy AX; form + 1 < j < niren del av basen for A™*' V och
alltsa linjért oberoende. Alltsa dr rk(L) > n — m och det foljer av dimensionssatsen att
dim(ker L) = n.

Omvint, om dim(ker L) = m sa vilj en bas x;, Xs, . . ., X, for kirnan. Utoka till en bas
X1, X, ..., X, for V. Enbas for A"V dr {xg}sdir S = {s1,82,...,8n} C {1,2,...,n}
ar en delmingd av storlek m och xg = x5, A X5, A=+ AX,, dirs; < s9 < --- < 5. Vi
kan alltsd skriva w = ) | 4 agxg for nagra skaldrer ag.

Lat1 < i < n. DiddrxgsAx; = 0omi € SochxgAx; = Exguppomi ¢ S
(dér tecknet beror pa antalet byten som behover goras for att ordna {s1, so, ..., Sim,1}). Vi
noterar att om ¢ ¢ Sy, S, sa dr S; U {i} = Sy U {i} om och endast om S; = S,. Alltsa r:

L(x;) =wAx; = Z tasXsufiy
S :igS
en linjarkombination av distinkta basvektorer xgy ;3. Men vi vet att L(x;) = 0 om 1 <

i < m. Alltsd maste ag = 0 om ¢ ¢ S for nagot 1 < i < m, dvs ag = 0 om inte
S ={1,2,...,m}. Detta ger att:

w=a(xi AXg A AXp) = (aX1) AXg A=+ A Xy



