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Bonuspoidng av typ I adderas till erhallna podng pa del I upp till maximalt 12 podng och
bonuspoing av typ II adderas till erhallna poing pa del II upp till maximalt 8 podng. Betygs-
grianserna vid tentamen kommer att ges av foljande tabell.

Del ‘Poéng ‘ Innehall \Fx E D C B A
11 8 | Begreppochsatser| 4 4 4 6 6 6

Total 36 11 12 18 22 26 30

For full poéng pé en uppgift krivs att 16sningen dr vél presenterad och litt att folja.

DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat V = Clz] vara vektorrummet av polynom i en variabel med komplexa koefficienter.
Lat for heltal n > 0 operatorn L,,: V' — V definieras av

" pk)
Lu(p()) = p(a) — 30 W

for alla p(x) € V.

(a) Visa att L,, r linjér for allan > 0. 1p)
(b) Bestdm baser for kidrnan ker(L,,) och bildrummet im(L,,) till L. 2p
(c) Avgor om ker(L,) @ im(L,) = V som inre direkt summa. 1 p)

2. Lat V = CJz] vara inre-produktrummet som bestar av polynom med komplexa koeffici-
enter med inre produkten definierad som

1 [P ——
@late)) = 5 | Palala)da
-1
for p(z),q(z)iV.LatV,, = Span{l,z,..., 2"} for heltal n > 0.
(a) Bestdm en ortogonal bas for V5. 2p)
(b) Bestim den ortogonala projektionen av z* pa V; for alla k& > 0. 2p)

3. Lat F5 = {0, £1, +2} vara kroppen med fem element. Vilj en matris A i M5 »(F5) sadan
att K = {al+bA: a,b € 5} bildar en kropp med 25 element och bestim alla 16sningarna
till ekvationen 2% = 11 K. 4p)
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. (a) Definera vad som menas med en adjungerad linjir avbildning. 1p)
(b) Visa att ker LT = (im L)X om L: V. — W ir en linjir avbildning mellan inre
produktrum. 2p)

(c) Ge ett exempel som visar att det inte alltid géller att U ¢ U+ = V om U ir ett delrum

av ett inre produktrum V. 1p)

5. (a) Definiera vad som menas med egenvektor och generaliserad egenvektor till en linjér

operator. 1p)
(b) Ge exempel pa en linjar operator med en generaliserad egenvektor som inte &r en
egenvektor. 1p)
(c) Formulera satsen om Jordans normalform i fallet da operatorn &r nilpotent. 1p)
(d) Bestdm vilka vdrden som dr mojliga for rangen av en 5 X 5-matris /N som uppfyller
att N2 = 0. (1p)

DEL III - AVANCERADE PROBLEM

6. LatV =C3ochldt L: V — V ges av L(x1, v9, 23) = (73,71, T2).
(a) Visa att detta ger en linjdr avbildning L& L: V@V — V Q V. 1p)
(b) Bestdm egenvirden och egenrum for L & L. GBp

7. Bestdm en Hermitesk matris Ay som uppfyller
) isinf cosf
exp(idy) = {cos 0 isin 6’} ’
dar 0 idr ett reellt tal. 4 p)

8. Lat V vara ett dndligdimensionellt vektorrum 6ver en kropp k och lat W C V ® V vara
det linjira holjet till S = {x ® x: x € V'}. Visa att (V @ V))/W ir isomorft med \* V.
(4p)

9. For tva kommuterande kvadratiska matriser A och B 1at
Vap = Span{A'B? i j >0}

Bestdm det storsta och det minsta mojliga virdet for dim Vy g dd@ A och B dr kommute-
rande matriser i M5 5(C). 4 p)




