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DEL I — GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat V = Py vara vektorrummet av polynom av grad hogst 10 med komplexa koefficienter
(kallas Cyg[x] i kursboken). Definiera L: V' — V genom L(p(z)) = xp/(x) + p(1).

Bestim alla egenvirden och egenrum till L. Ar L diagonaliserbar? “4p)
Losningsforslag. Vi viljer basen 1,z, 2% ... 2% fér V. Vi har att L(z?%) = dz? + 1 s

matrisen for L dr

1 1 1 1 17

0100 0

0020 0

000 3 0

0 000 --- 10§
Eftersom matrisen dr Overtriangulér sa dr egenvirdena {1,2,3,...,10}. Lat \ vara ett

egenvirde och lat p(z) = Zgo a;x’ vara en egenvektor med egenviirde \. Vi har att

10
L(p(z)) = (ap + a1 + - + aio) + Z ia;x"
i=1
10
Ap(x) = Aag + Z Aa;x’
i=1
sé vi seratt a; = 0 for alla i # 0, \. Alltsé ir p(z) = ag + axz” med ag + ay = Aag, dvs
ay = (A — 1)ag. Detta ger det endimensionella egenrummet:
Ey = Span{1 + (A — 1)a*}.

Spannet av alla egenrummen ir Span{1, 1+z?% 1+223, ... 1+92'%} vilket inte innehaller
x. Alltsa dr L ej diagonaliserbar.

Svar. Egenvirdena ir {1,2,3,...,10} med endimensionella egenrum (se 16sning). Opera-
torn dr inte diagonaliserbar.
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2. LatV = C°([0, 1]) vara de odndligt deriverbara komplexvirda funktionerna pa [0, 1] med

inre produkt
(flg) = /f t)ydt,  foralla f,giV.

L&t L: V — V gesav L(f f(t)e. Ar L sjilvadjungerad? Ar L unitéir? 4p)

Losningsforslag. Vi har att

1—
(fIL(g) / FOg(t)et di = / FOeTg(t) dt

s LT(f) = f(t)e ™. Eftersom L # L' s #r L inte sjilvadjungerad. Diremot observerar
viatt L'L =1 = LL, dvs L' = LT och alltsa #r L unitir.

Svar. L idr unitidr men inte sjdlvadjungerad.

0 1 2
3.LatV =CPochlit A= |—-1 0 3].
-2 3 0
(a) Visa att det finns en unik linjir avbildning L: A”V — Csadan att L(zAy) = z7Ay
forallax,y € V. 2p)
(b) Bestiam en bas for kdrnan till L. 2p)

Losningsforslag.

(a) Eftersom A dr antisymmetrisk sa ger (x,y) — 27 Ay en alternerande bilinjér avbild-
ning V x V' — C och dirmed en unik linjir avbildning = A y — 27 Ay. Explicit har
vibasen ey := e; A ea, €13 1= €1 A e3, €a3 := €3 A es for /\2 V och

L<€12) = 1, L(€13) = 2, L(€23) = -3.

(b) Eftersom L inte dr nollavbildningen sa dr L surjektiv och kdrnan alltsa tvadimensionell.

Per inspektion ser vi att en bas for kirnan ges av:
b1 = 2612 — €13 — €1 A (262 - 63)
bg = 3612 + e93 =€ A (—361 + 63).
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. (a) Lat V vara ett vektorrum och W ett delrum. Lat v;, v, € V vara tva vektorer. Nir dr

q(v1) = q(ve) dér ¢: V. — V/W ir kvotavbildningen? (1 p)
(b) Lat L: V' — U vara en linjar avbildning mellan vektorrum. Formulera isomorfi-
satsen for L (den sdger nagot om L och kvotrum). 1p)
(c) Lat V vara ett dndligtdimensionellt inre-produktrum och W ett delrum. Definiera en
avbildning ® mellan W+ och V/W och visa att ® dr en isomorfi. 2p)
Losningsforslag.
(@) q(v1) = q(ve) intrdffar precis nir g(v; — vg) = 0, dvs da v; — vy € W eftersom
kerqg =W.

(b) im(L) = V/ker L.

(c) Inklusionen W+ C V foljt av kvotavbildningen ¢ ger en linjir avbildning ®: W+ —
V/W. Att ® ér injektiv dr det samma som att W N W+ = 0. Detta ér sant eftersom
(w|w) = 0 medfor att w = 0. For att se att ¢ &r surjektiv, ta en vektor v € V och lat
w = Py (v) vara den ortogonala projektionen av v pa . Om W har den ortonormala
basen e1, €, . .., €, Sa ir

Py(v) = (v]es)e;.
Dadrv—we Whoch®(v—w)=(v—w)+W=v+W.
Alternativt kan vi bérja med den ortogonala projektionen Py,.: V. — W+ (obser-

vera att Py, = I — Py). Kédrnan till Py, dr W och enligt isomorfisatsen har vi alltsa
en isomorfi ¥: V/W — im(Py, 1 ). Men bilden &r W+ eftersom Py (W) = W,

Kommentar: Om W ir odndligtdimensionellt sé ér inte alltid W+ och V/W isomorfa.
Lat t ex V = C(R) vara vektorrummet av kontinuerliga funktioner f: R — R
sddana att [ f(x)?dz < co med inre produkt (f|g) = [~ f(x)g(x) dx och 14t W
vara delrummet av funktioner med kompakt stod. D4 dr W+ = 0 men V/W # 0. 1
detta exempel finns det ingen ortogonal projektion Py .
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5. Lat V vara ett dndligtdimensionellt komplext inre-produktrum och L en operator pa V.
(a) Vad menas med den adjungerade operatorn L till L? Vad innebir det att L &r sjdilv-

adjungerad? 1p)

(b) Visa att om L ér sjdlvadjungerad sa har V' en ortogonal bas bestaende av egenvektorer

till L. Tips: anviind induktion pa dim V. 2p

(c) Ge ett exempel pa ett inre-produktrum V' som ovan med en operator L som har en

ortogonal bas av egenvektorer men som inte ir sjdlvadjungerad. 1p)
Losningsforslag.

(a) LT #r den operator som uppfyller (LT(z)|y) = (x|L(y)) for alla 2,y € V. Operatorn
L ir sjilvadjungerad om L = LT,

(b) Lat n = dim V. Vi anvinder induktion pa n. For n = 1 ger vilken vektor som helst
en ortogonal bas. Antag att pastaendet dr sant for alla vektorrum av dimension n — 1.
Lat A vara ett egenvirde och £ en motsvarande egenvektor. Vilj en ortonormal bas
B = {by,...,b,} med by = £ Da dr L(b;) = Ab; och alltsd ortogonal mot
b,, ..., b,. Vidare dr L(b;) ortogonal mot b, for alla i > 2 eftersom

(L(b;)[b1) = (by[L(b1)) = A{b;[b1) = 0.

Matrisen for L i basen B blir alltsa pa block-formen:

A0
dédr A dr Hermitesk. Genom induktionsantagandet s finns en ortogonal bas av egen-
vektorer for A, dvs en ortogonal bas for Span{ba, . .., b, } bestaende av egenvektorer

till L. Tillsammans med b, ger detta en ortogonal bas av egenvektorer.

(c) En ortogonalt diagonaliserbar operator &r sjdlvadjungerad precis nidr den har reel-
la egenvirden. Ett exempel pa en ortogonalt diagonaliserbar operatorer som inte &r
sjilvadjungerad r dérfor operatorn pi C? svarande mot diagonalmatrisen

b 1]

Ett annat exempel dr rotationsmatrisen

b o]

som dr ortogonal men inte symmetrisk.
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DEL III — AVANCERADE PROBLEM

6. Lat A vara 4 x 4-matrisen med element i Z, (dvs heltalen modulo 2) som ges av:

1110

1 001

A= 0001

0011
Lat S vara delrummet av 4 x 4-matriser som ges av S = {p(A4) : p(x) &r ett polynom
med koefficienter i Zg}. Bestdam antalet element i S. Utgor .S en kropp? 4p)
Losningsforslag. S dr inget annat dn delrummet av 4 X 4-matriser som spanns upp av [, A,
A?, ... . For att hitta en bas bestimmer vi minimalpolynomet till A. Vi beriknar forst A%:

0110

1 101

2 _
A= 0011
0010

Vi observerar att A%+ A+ I = 0. Alltsd delar p(z) = 2?4+ x + 1 minimalpolynomet. Men
p(z) har inga rétter och dr alltsa irreducibelt. Dirfor dr p(x) minimalpolynomet.

Detta innebir att A%, A3, ... ir linjirkombinationer av I och A. Vi kan alltsd skriva
S ={al +bA : a,b € Zy}. Eftersom I och A ir linjért oberoende sa har S dimension 2
over Zs och bestar av 4 stycken element.

Eftersom minimalpolynomet dr irreducibelt av grad 2 sa dr S den unika kroppen med
22 = 4 element enligt sats i kursmaterialet.

Svar. S dr en kropp med fyra element.

7. Lat xg, x1, To, ... vara en foljd av heltal som uppfyller att xy = —5 och x; = 2 samt att
Tpn = —2ZEn_1 — Tp—2 for n Z 2. Bestdm T2020- (4 p)

Losningsforslag. Vi skriver rekursionsekvationen pa matrisform:
Tn _ -2 -1 Tp-1| _ Tpn-1
| i [l Rl
Den karaktiristiska ekvationen till A dr (x +2)x +1 = (z 4 1)?. Eftersom A inte &r iden-

titetsmatrisen sa dar A ej diagonaliserbar utan har Jordans normalform [_01 _11] Detta

innebar att vi kan skriva A = —I + N diar N? = 0. Vi beriknar

-1 -1
e[

Detta ger
A" = (=T + N)" = (=1)"[ + (=1)"'nN = (-1)" {
och alltsa

T2020 | _ 209 |T1| _ —2020 2019 | 2 | | 6055
2019 o o o 2019 2018 -5 o —6052] -

Svar. T2020 — 6055.

1+n n
-n 1—n
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8. Lat P, vara vektorrummet av polynom av grad hogst 1 med reella koefficienter. Vi ger P,
och P, ® P, de inre produkterna som bestims av:

(p1lp2) = p1(0)p2(0) + P} (0)py(0), for alla py, ps € Py,
(P1 ® q1|p2 @ @2) = (P1|p2){@1]q2). for alla py, q1,p2,q2 € Pr.

Lat L: P, ® P — P, vara den linjdra avbildning som uppfyller L(p ® q) = pqg’ + p(0)q.
(a) Bestdm ortonormala baser till P; och P;® P; och bestim matrisen for L. med avseende

pa dessa baser. 1p)

(b) Bestidm singuldrvérdena till L samt hoger- och vinstersinguldrvektorer till det storsta

singuldrvirdet. 3p)
Losningsforslag.

(a) Vi har den ortonormala basen {1, z} for PLoch {1 ® 1,2 ® 1,1 ® z, z ® x} for
P @P.Viharat L(1®1)=1,L(z®1)=0,L(1®z) =14+z,0ch L(z®x) = x.
Matrisen for L blir alltsa

Ao {1 01 0] .

0011

(b) Singulérvirdena ges som kvadratrtterna till egenviirdena hos A7 A eller AAT (sin-
gulirvirdet 0 kan saknas i en av dessa). Enklast blir att betrakta AA”:

r [21
AA_L 2}

vilket har karaktéristiskt polynom (z — 2)?> — 1 = (x — 1)(x — 3). Alltsa har vi sin-
guldrvirdena 1 och v/3. Eftersom kirnan #r icke-trivial har vi ocksa singulirvirdet 0.
Alternativt kan vi berikna

1
0

T, —
AA_l
0

o O OO

1
0
2
1

__ O O

som har karaktristiskt polynom x2(z — 1)(x — 3). Vinstersingulirvektorerna till /3
ges av (AAT — 31)¢ = 0 vilket har 16sningen £ = (1, 1) eller, normerad,

1 1
e~ 7l
Motsvarande (normerade) hogersinguldrvektor dr

1
1 10

7 |2
1

e
viteo

Dvs \%(1 + x) (vénster) och \/ig(l ®1+2(1®z)+ 2 ® ) (hoger).

Svar.
(a) Ortonormala baser: {1,z} och{1® 1,z ® 1,1 ® =,z ® x} samt matris for L:

1010
A_{0011]

(b) Singuldrvirden: 0, 1, /3. Singulira vektorer for v/3: \/ié(l, 0,2,1) (hdger) och \%(1, 1)
(vénster).
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9. Lat V' vara ett komplext vektorrum av dimension n och L en operator pa V. Visa att L
dr diagonaliserbar om och endast om minimalpolynomet ¢y, (¢) dr en produkt av distinkta
linjédra faktorer, dvs om och endast om

-
ar(t) = [ [t =x)
i=1

for ndgot heltal r och \; # \; for alla ¢ # j. 4p)

Losningsforslag. Lat \(,..., \, vara egenvirdena till L. Eftersom egenvirdena alltid &r
rotter till minimalpolynomet sa delar polynomet
p(t) =]t =N)
i=1
minimalpolynomet gz, (). Vi ska visa att ¢z, (t) = p(t) precis nér L édr diagonaliserbar.

Om L &r diagonaliserbar sa kan vi vilja en bas av egenvektorer. Detta ger V = V] @
Vo --- @V, diar V; = E), dr egenrummet for egenvirdet \;. Notera att L inducerar en
operator L; = L|y,: V; — V; for alla i. Det ricker att visa att p(L) = 0 eller ekvivalent
att p(L;) = 0 for alla ¢. Men det &r klart eftersom L — \;J =0 paV.

Om istillet g7, (t) = p(t) sa later vi V; = FE),, vara det generaliserade egenrummet for
egenvirdet \;. Jordans normalform geratt V =V, Vo @ ---@V, ochatt L(V;) C V; sa att
L inducerar en operator L; = Ly, som ovan. Eftersom L, endast har egenvirdet \; sa dr
L; — A;I inverterbar for alla j # 4. Enligt antagandet dr 0 = ¢(L;) = [[;_,(Li — A;I) och
alltsa kan vi dra slutsatsen att L; — \;1 = 0. Dvs, L; dr diagonal och vi har diagonaliserat
L.

Kommentar: Pastaendet i uppgiften dr sant dven for vektorrum 6ver andra kroppar dn de
komplexa talen. Vi har bara anvint de komplexa talen nér vi anvénder Jordans normalform.
Boken formulerar satsen om Jordans normalform for komplexa vektorrum och satsen dr
inte sann for vektorrum over en godtycklig kropp. Men 6ver en godtycklig kropp medfor
antagandet ¢y (t) = p(t) att det karaktdristiska polynomet till L har n rotter raknat med
multiplicitet. Beviset av Jordans normalform gar dérfor att genomfora. Speciellt kan vi
vilja en bas i vilken matrisen for L far block-diagonal form dir det ite blocket &r en
Overtrianguldr matris med \; pa diagonalen. Detta visaratt V =V, @ Vo d --- @ V.



