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DEL I - GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Bestam det storsta och det minsta vardet av funktionen

f(x) = arcsin(3x) + 2/ 1 — 9x?

Institutionen for matematik
ﬁ@% SF1673 Analys i en variabel

FKTHS

pa intervallet —% <x< % 4p)

Losningsforslag. Forst berdknar vi stationdra punkter:
h - s p1() . 3—18x
Forsta derivatan ir f/(x) = o
f'(x) = 0 om och endast om x =

I
11

11

Forx € (—3,3) r f'(x) >0, och for x € (5, 3) dr f'(x) < 0. Enligt satsen i hiftet, detta

implicerar att f dr vixande i (—%, %) och avtagande i (, ). Detta innebar att x = %

lokalt max punkt.
Nu beriknar vi f 1 punkter x = —%, x= % och x = %:
f(=3) =arcsin(—1) = —Z;
f(%) = arcsin(1) = 7;
f(%) =arcsin(1) +v3 = Z+V3.
Vi observerar det § < v/3, vilket implicerar det 5 < % + V3.
Det foljer att —% dr det minsta virdet av f, och % ++/3 dr det storsta virdet av f.
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2. Beridkna arean A(Db) av det omrade i xy-planet som begrinsas av x-axeln, de vertikala
linjerna x = 0, x = b (ddr b>0) och kurvan y = x- (x> + 2)_%. Visa sedan att lim A(b)

b—roo
existerar samt berdkna detta griansvirde. 4p)
S
Losningsforslag. A(b) = [Jx- (x —|—2)’%dx = %fé’-(xz +2)’%d(x2 +2) = %(x +2) 2 b =
2
1 1
V2 V2 |
limy, .., A(b) = 7



3. Avgor om foljande integraler/serier dr konvergenta eller divergenta:

@ [ 5 (1p)
(b) ;<—1)"1+’/’n2 (1p)
(© Z . +n2 (1p)

(1p)

Losningsforslag. a) Fran 1 4+ ¢> > ¢%*, olikheten
1+e* > 0o0che 2 >0 forx € [0,0).

o _1 o
Nista, berdknar vi / e Fdx = > / e Fd(—2x) =
0 0

1+ = < e~ ?* hiller for x € [0,0). Ocksé

1 2x |00 —1 2,
- = lime " —
—¢ "o = 5 (lim
—2.0
e =—.
) 2
Detta implicerar att [, e~ > dx ir konvergent. Enligt jimnforelsesatsen 4r Jo
konvergent.

b) Vi anvinder Leibnitz konvergens test. Lat a,, = H”T For att anvédnda Leibnitz test vi

behover att kontrollera att (a,) dr positiv och avtagande talf6ljd som konvergerar mot 0.
a, > 0 for alla n for att n > 0 och 1 +n2 > 0.

n+1
. .. 2 3,2 ..
ay dr avtagande for at “L = LHGEUS — s 1 <1 for alla n.
n

dx g
Trem ocksa

- 2n-+n3+2n2
lim 5 im = 0. Darfor lim a, = 0.
n—e 1 4+n n%ool/n—|—n n—voo

Enligt Leibnitz test &dr serien konvergent.

: s 142 1 P
¢) Vi har det lim == = lim oy =

jamforelsesatsen II vi har det Y1 T drocksé divergent.
d) Vi anvinder substitution:
> dx > dx 4
=i =1i = = lim 2\/u[}, = 1
/ \/x—l el e Vx—1 T e e— 1\/_ fxlg%)/ \/_ ~ a0 Vitla = 1m(
2Va) =

Detta 1nnebar att generaliserade integralen dr konvergent.

1. Och Z% ar divergent enligt satsen i hiftet. Enligt




4. (a) Lat f: R — R vara kontinuerlig. Har f en primitiv funktion? Definera vad som menas
med att f har primitiv funktion. (1p)

(b) Funktionen u defineras som
Xt
= —dt
u(x) 0 sint
Berikna

/2 u(x) - cos(2x)dx.
0
3 p)

Losningsforslag. a) Enligt analysens huvudsats om f dr kontinuerlig da har f en primitiv.
Kolla 1 hiftet for definition av primitiv.

b) Om vi definerar
1 #0
t) = sint’
40 { L i=0
da dr g(r) kontinuerlig och [ g(¢)dr = [y Z—dt.
Enligt analysens huvudsats: diu(x) g(x).

For att berdkna integralen anvénder vi partlell integration:
fo u(x) - cos(2x)dx—2 u(x) - sm(2x)]0 3 Jo g(x) - sin(2x)dx

= 2f0 = -sin(2x)dx

fo Sy - 2sinxcos xdx

SE]

- fo xcosxdx.

For det sista integral anvénder vi partlell integration en gang till:
4

—fO xcosxdx = —[xsinx|] — fo sinxdx] = —% + L.



5. (a) Definera vad som menas med att f : R — R dr kontinuerlig. 1p)
(b) Lat
2% a1
flx) = { x—1 x#1
a x=1
Bestidm talet a sa att funktionen f(x) blir kontinuerlig. 3p)

Losningsforslag. a) Kolla i hiftet.
b) Funktionen 2’62;_—)1_1 ar en elementér funktion och sa &r den kontinuerlig i alla x i sin
definitionsméngd x # 1. Detta innebar att f dr kontinuerlig i alla x # 1.
Nu undersoker vi kontinuitet i x = 1.

f ska vara kontinuerlig i x = 1 om och endast om lin} f(x) = f(1) = a. Vi berdknar
x—
lim f(x):
x—1
22 —x—1 . (x—1)(2x+1)

li =lim—— = =Ilim(2x+1) = 3.
xl—l}}f(x) XILI} x—1 xl—r>1} x—1 xgr%( X ) 3

Dirfor, om a = 3 da adr f kontinuerlig ocksaix = 1.



DEL II — AVANCERADE PROBLEM

6. (a) Lat hm b, = 1—. Visa det Z (1 — by,) dr konvergent om och endast om Z In(b,) ar
n=1 n=1
konvergent. (2 p)
(b) Lat (ay,) vara vixande talféljd av positiva reel tal.
Visa det Z arccos ( ") #r konvergent om och endast om (a,) ir begrinsad tal-
- ap+1
foljd.
(Tips: visa forst det hm _areeosx  _ 1). 4p)
S /2(T=)
Losningsforslag. a) Observera det zli(b”)) konvergerar mot 1 om b,, konvergerar mot 1. Det-
Int -1
ta visas genom (t.ex) L’Hopital regel: hm 1_nt = lim 1— = = 1. Sedan implicerar jamfo-
— t—

relsesatsen II for serier det Z (1 —by) dr konvergent om och endast om — Y In(b,) ir

n=1 n=1

konvergent. Det sista serien dr konvergent om och endast om Z In(b,) dr konvergent.

n=1
b) For att visa det hm _areeost 1 vi anvidnder L’ Hopital regel:
x—1— 2(1 — )
. arccosx 1 lim -1 1 1 lim 2y 1—x lim V2

1 —_— = — = 1 =

x—>1— 20 —x) 2(1—x \/§x—>1— V1— 2 5 *117)6 V2i=1-/(1—x)(1+x) x=>1-1+x
1.

2

Det foljer att xlimi % =1.

Anta att (a,) dr begridnsad. For att (a,) dr vixande och begrinsad, det féljer att (a,) dr

konvergent (enligt satsen i hiftet). Lat lima, = a. Lat b, = a“il n=1—.
2 oo
. ..  arccos‘x e . . .
Fran lim ————— =1 och jamforelsesatsen II for serier, vi har det Z arccosz(bn)
x—1— 2(1 —)C) =1

ar konvergent om och endast om Z 2(1 — by,) 4r konvergent. Dvs, om och endast om
n=1

b,) dr konvergent. Enligt del a) Z (1 —by,) &r konvergent om och endast om
n=1

,_
I

s

(

3
I
—_

In(b,) dr konvergent.

s

3
I
—_

(o)

= Z (Ina, —Ina,y1) =
Cln_|_1 n=1

Nu anvinder vi det b, = a"il
n

i iln( 21

. a .
lim (Ina; —Ina,) =In “L Detta innebar att serien 4r konvergent.

n—soo a
2
Anta att serien dr konvergent. Enligt lim areeos ¥ _ 1 och jimforelsesatsen II for
x—1— 2(1 —)C)
serier, det foljer att Z 2(1 — by,) &r konvergent. Enligt divergens test, vi maste ha det
n=1
lim b, = 1. Fram del a) Z In(b,) dr konvergent. Enligt samma berikningen som ovan,

n—yoo




7

har vi det Z In(b,) = lim (Ina; —Ina,) dr konvergent. For att In 4r kontinuerlig funktion
=1 n—oo

med kontinuerlig inversen, da maste a, ocksa vara konvergent. Fran satsen i héftet vi vet

det konvergent talfoljd dr begréinsad.
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7. (a) Formulera och bevisa medelvirdesatsen for derivator. (Du far anta att Rolles sats r
kind). 3p)
(b) Visa att om f’(x) <0 for allax € (a,b) s ér f avtagande i (a,b). 3p)

Losningsforslag. Kolla i hiftet.
O



8. (a) Lat f: (a,b) — R vara tva gangen deriverbar funktion. Visa det for alla x € (a,b):

h—0 h?

(4p)
(b) Ge ett exempel pa en funktion som &r deriverbar vid nagon punkt ¢ men som inte dr
tva ganger deriverbar vid punkten a. 2p

Losningsforslag. a) Vi kan anvind L’Hopital regel forst (derivera i h):

L SEHR) =20 W = h) S k) = = k)
h—0 h? h—0 2h

Sedan skriver vi det sista griansvirde som

i) =) | fx=h) =)
h + —h )

Enligt definition av derivatan: limy,_. w = f”(x) och limy,_, w =

S ().

Darfor:

1
lim —(
h—02

1 fath) = f1x) =R fx)
lim > ( . + ~ )=/"(x).

b) Lat t.ex. f(x) vara primitiv funktion for |x|. D& har vi att f’(x) = |x|. Funktionen
|x| dr inte deriverbar vid a = 0 dvs f &r inte 2 ganger deriverbar vid x = 0.

Bevis det |x| dr inte deriverbar vid x = 0: limy_,o4 |x| = 1 # —1 = lim,_,o_ |x|.
Berikningen av primitiv function f(x) av |x|: for x <0, f(x) = —%2; for for x > 0,

fx)=%.
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