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DEL I — GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat C*(]0, 1], R) vara vektorrummet av kontinuerligt deriverbara funktioner f: [0,1] —
R. Lat V = Span{sinz, cosx,e”, e *} och 1at L: V' — V vara operatorn som ges av

L)) = L (f(2) + (@) — F(0)e".

2
(a) Bestdm en bas for bilden im L. 2p)
(b) Ar V en inre direkt summa av kirnan ker L och bilden im L? 2p)

Losningsforslag. De fyra funktionerna é&r linjért oberoende och ger alltsa en bas for V. Ma-
trisen for L 1 denna bas dr

10 o0
2 0 0
— |z 2
A= 0 -1 0 -1
0 0 0 O
(a) Bilden spinns upp av L(sinz) = 3(sinz+cosz), L(cos z) = 3(—sinz+cosz)—e”,
L(e®) = 0, L(e™*) = —e”. Rangen av matrisen dr 3 sa de tre nollskilda funktio-

nerna L(sinz), L(cosx), L(e™*) utgdr en bas. Alternativt ser vi att en bas ges av
{sinz, cos z, e*}.

(b) Bilden har dimension 3 och kdrnan har dimension 4 — 3 = 1 (dimensionssatsen).
Alltsa dr det en inre direkt summa precis nér ker LNim L = {0}. Men —e® = L(e™™)
ligger bade i kdrnan och i bilden. Alltsa dr det inte en inre direkt summa.

Svar.
(a) En bas ges av {sinz, cosx,e”}.
(b) Nej.
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2. Lat C[z] vara vektorrummet av polynom med komplexa koefficienter med inre produkt

1
@lata)) = [ P@ate)dz,  forallapla) a(o) i Cll
0
Bestim den ortogonala projektionen av 22 +z + 1 pa delrummet V' = Span{1,z}. (4 p)

Losningsforslag. Vi borjar med att bestimma en ortogonal bas {by, by} for V. Som var

forsta basvektor viljer vi b; = 1. Den andra basvektorn bestimmer vi med Gram—
Schmidts metod:
1
— 1
1-xdx z2
- (by|z) /o [ 2 }0 1
2 =% — projy, () =« Bilby) ! x x x

Eftersom = + 1 redan liggeri V' sa ar:

(by|2?) (by|2?)
('31||01>b1 " (ba|bs)

projy(v* + x + 1) = 2 + 1 + proj,(z*) =z + 1 +

Vi beridknar

<b1|x2>:/011'x2d‘” 5,
Chyorals i
by L3 g

S D (e B

Detta ger

N
—
—_
ISH
S

1 1 D
projv(x2—|—x+1):x+1—|—§—l— (x—§> :2$+6

Vi kan nu ldtt verifiera att (2% + = + 1) — (22 + %) ar ortogonal mot 1 och .
Alternativt kan vi ansétta p(r) = ax + b och bestimma a och b sd att 22 +z + 1 — p(z)
blir ortogonal mot 1 och x:

O:<1|x2—|—(1—a)x+(1—b)>:/OlmQ—l—(l—a)m—i—(l—b)dx

1 1—-a 11 1
== l—-b=———-a—b
3+ =+ 6 2a
1
0= (z]z* + (1 —a)x + (1 — b)) /a:3+ 2%+ (1 — b)z dx
0

l—a 1-0 13

L i LY
1773 2 12 373

vilket har 16sningarna a = 2 och b = 6

Svar. 2z + g
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3. Lat C vara de komplexa talen betraktat som ett reellt vektorrum.

(a) Vad dr dimensionen av tensorprodukten C @ C? (1p)

(b) Visa att det finns en unik linjdr avbildning L: C® C — C sadan att L(z @ w) = zw

for alla z, w € C. 1p)

(c) Bestidm en bas for kirnan till L. 2p)
Losningsforslag.

(a) En bas for C &r {1,4}. En bas for C ® C &r darfor {1 ® 1,1 ® 4,7 ® 1,7 ® i} och
dimensionen é&r alltsa 4.

(b) Multiplikationsavbildningen m: C x C — C som ges av m(z,w) = zw &r bi-
linjdr eftersom multiplikationen 4r associativ, kommutativ och distributiv: t ex 1 and-
ra argumentet z(Aw; + Aaws) = A(zwq) + A2(zwy). Den universella egenskapen
for tensorprodukten sidger darfor att det finns en unik linjir avbildning L sadan att
L(z®w) =m(z,w) = zw.

(c) Eftersom L(z ® 1) = z sa dr L surjektiv och kirnan é&r alltsa tvadimensionell. Per
inspektion ser vi att en bas for kdrnan ges av:

h=1®i—i1®1
by=1®14+1®1
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. Ge exempel pa komplexa 2 x 2-matriser A, B, C' och D sadana att

(a) A ar Hermitesk men inte unitér. 1p)
(b) B dr unitdr men inte Hermitesk. 1p)
(c) C idr diagonaliserbar men varken unitir eller Hermitesk. 1p)
(d) D ir inte diagonaliserbar. 1p)

Losningsforslag. For A, B och C kan vi vilja diagonala matriser. En diagonalmatris ar
Hermitesk precis nér egenvirdena ér reella och unitir precis nir egenvirdena har belopp 1.

By eebY e

For D kan vi vilja en matris pa Jordans normalform bestaende av ett enda block av storlek
2 x 2 eftersom en matris pa Jordans normalform &r diagonaliserbar precis néir den dr

diagonal.
2 1
o= 3

5. Lat V vara ett komplext vektorrum med bas B = {by,...b,}.
(a) Definiera det duala vektorrummet V* och den duala basen by, ... b; till B. (1p)
(b) Visaatt bj,..., b dren bas. 2p)
(c) Lat L vara en operator pa V' som i basen B ges av matrisen A = (A;;). Definiera den
duala avbildningen L*: V* — V* och beskriv dess matris i den duala basen.

(1 p)

Losningsforslag.

(a) Det duala vektorrummet V* bestar av alla linjdra former pa V', dvs linjdra avbildning-
ar V' — C. Den duala basen bestar av de linjara formerna b} dir b}(b,) = 0;;,
dvs

bj(albl +--+ CLnbn) = Qa;.
(b) Lat ¢: V — C vara en linjéar form. Da ar
¢larby + -+ a,by) = a1(b1) + - + and(by).
Alltsa dr ¢ = ¢(by)bj+---+¢(b,)b’ och b, ..., b spidnner upp det duala rummet.
For att se att den duala basen ir linjéirt oberoende, betrakta en linjirkombination
¢ = aby + -+ a,b;,.

Dé dr a; = ¢(b;) for alla . Om ¢ = 0 &r alltsa a; = 0 for alla 7.
(c) Den duala avbildningen L*: V* — V* definieras genom L*(¢) = ¢ o L. Vi har

diarmed att
n

L*(b}) =bjo L= (b}oL(b;))b; = (a;)b]
j=1 J=1
dvs, den ite kolumnen i matrisen for L* ges av den ite raden i matrisen for L. Alltsa
ges L* i den duala basen av matrisen A
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DEL III — AVANCERADE PROBLEM

6. For alla virden pa parametern a € R, bestdam Jordans normalform till matrisen

2 20a—3 a
A= 1|0 a 0
0 3—a 2
(Du behover inte bestimma nagon Jordanbas.) 4p

Losningsforslag. Det karakteristiska polynomet &r
r—a 0
a—3 x—2
Om a = 2 har vi alltsa ett egenviarde A = 2 med algebraisk multiplicitet 3. Om a # 2 har

vi tva olika egenvirden: A = 2 med algebraisk multiplicitet 2 och A = a. Vi berdknar nu
den geometriska multipliciteten till egenvirdet A\ = 2.

Pi(z) = det(xl — A) = (z — 2) = (r —2)*(z —a).

0 20—-3 a 0 0 a
ker(A—2)=null [ [0 a—2 Of | =mnull{ |0 1 O
0 3—a 0 000

eftersom antingen a — 2 # 0 eller 3 — a # 0. Alltsa dr dimensionen av kédrnan, dvs den
geometriska multipliciteten, lika med 2 om @ = 0 och 1 om a # 0. Vi kan nu dra foljande
slutsatser:

Om a = 0 sammanfaller den geometriska och algebraiska multipliciteten och A &r
diagonaliserbar med Jordanformen

oo N
e oo
oo o

Om a = 2 har vi ett enda egenvirde me
plicitet 1. Alltsa ett enda Jordanblock:

210
0 21
00 2

Om a # 0 och a # 2 har vi tva egenvéirden som bada har geometrisk multiplicitet 1 och
alltsa tva Jordanblock:

algebraisk multiplicitet 3 och geometrisk multi-

S O N0
[eo Bl NORN
QOO
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7. Lat vi och v, vara tva vektorer i R™ och lat ¢; och /5 vara motsvarande linjer genom origo
i R™. Lat 0 vara vinkeln mellan v; och v,. Notera att 0 < 6 < 7.

(a) Om n = 2 och 5; betecknar speglingen i linjen ¢;, for vilka vinklar § kommuterar .Sy

och S5? Beskriv ocksa operatorn S;.55 for varje sadan vinkel 6. 2p)

(b) Om n = 3 och R; betecknar rotation kring linjen ¢; med vinkeln 7 /3 (vinkeln mits

med hjilp av riktningsvektorn v; och hogerhandsregeln), for vilka vinklar # kommu-

terar R, och R,? Beskriv operatorn R; R, for varje sadan vinkel 6. 2p)

Losningsforslag. Tva diagonaliserbara operatorer L; och L, kommuterar om de &dr samtidigt
diagonaliserbara. Om L, har egenrum av dimension 1 finns det ett unikt sitt att diagona-
lisera L; upp till omordning och skalning av egenvektorerna. Detta betyder att om v ir en
egenvektor till L; med egenvérde )\ sa dr v ocksa en egenvektor till L, med egenvirde 1
som inte nodvindigtvis dr lika med .

(a) Egenrummen till .S; &r linjen ¢; (A = 1) och dess ortogonala komplement (A = —1).
For att S och S5 ska kommutera behover alltsa antingen linjerna sammanfalla (f = 0
eller # = ) eller vara ortogonala mot varandra (¢ = 7/2). Om de sammanfaller dr
5195 identitetsoperatorn. Om linjerna dr ortogonala mot varandra blir 575, = —1,
dvs rotation med 7 grader, eftersom en vektor v i /1 avbildas pa —v och en vektor w
i /5 avbildas pa —w.

(b) Operatorn R; &r inte diagonaliserbar over de reella talen men &r diagonaliserbar 6ver
de komplexa talen. Om vi viljer en hogerhandsorienterad ortonormal bas for R med
bs lings med /; sa dr matrisen for R;:

cosz —sing 0
[Ri] = |siny cosf O
0 0 1

Det karakteristiska polynomet &r

Pg,(z) = (z — 1) ((x _ COS%Y - sin? g)

och egenvirdena @r alltsi A = 1 och A\ = cos 3 = isin 3. Notera att de tvd se-
nare egenvirdena inte ir reella. Egenrummet till A = 1 &dr /; medan de komplexa
egenvirdena saknar reella egenvektorer. Om R; och R, dr samtidigt diagonaliserba-
ra over C sa maste egenrummen sammanfalla eftersom de dr endimensionella, fast
mojligen for olika egenvirden. Eftersom v, dr en egenvektor till R; med egenvirde
1 sa dr alltsa v dven en egenvektor till R,. Eftersom alla reella egenvektorer till Ry
har reella egenvirden, och diarmed egenvirdet 1, maste v, vara en vektor i /5, dvs
by = Vs,

Om R; och Ry kommuterar ir alltsd € = O eller = 7. Om 6 = 0 sa dr R R, rotation
kring /1 = ¢, med vinkeln 27 /3. Om 6 = 7 sa dr R; R, identitetsoperatorn.

Svar.
(a) 0= 0,7T (5152 = I) ochf = % (5182 = —])
(b) 0 = 0 (R R, rotation med vinkeln 2%) och § = 7 (R, R, = I).
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8. Lat V' vara ett dndligtdimensionellt reellt inre produktrum. Lat Hom(V, V') vara rammet
av operatorer pd V med den inre produkten (L{|L,) = tr(L{L,). Lat S C Hom(V,V)
vara delrummet av symmetriska, dvs sjilvadjungerade, operatorer. Bestim S+ och ge en
enkel formel for den ortogonala projektionen pa S. 4p)

Losningsforslag. Viljenbase;, ey, ... e, forV.Lite;; = ;€] vara operatorn som svarar
mot matrisen A som dr noll férutom att a;; = 1. Dé ér {e;; }1<; j<, en bas for Hom(V, V).
Pa basen ges den inre produkten av

<eij|ekl) = tr(ej,-ekl) = tr(&-keﬂ) = ikéjk

Alltsa dr {e;; }1<; j<n, en ortonormal bas.

En bas for S idr {e;; + € }1<i<j<n. Om L &r en operator pa V' med matris B = (b;;) dr
alltsa L ortogonal mot de symmetriska operatorerna om och endast om

0= (eij + eji\L) = bij + bji < bj' = —bij

foralla 1 < ¢ < j < n. Alltsd precis niir B ir skevsymmetrisk (BT = —B), dvs om
LT =—L.

Vi har alltsd att Hom(V, V) = S @ S+ dér S dr de symmetriska operatorerna och S+ ir
de skevsymmetriska operatorerna. Vidare kan vi skriva varje operator L som
L+ LT . L— LT

2 2
Eftersom den forsta termen dr symmetrisk och den andra termen &r skevsymmetrisk sa dr

detta den unika uppdelningen av L som en summa av en symmetrisk och en skevsymmet-
risk operator. Den ortogonala projektionen pa .S dr alltsa

I —

: L+ Lt
prOJS(L> = 2 °
Svar. S+ bestar av de skevsymmetriska operatorerna, dvs L: V — V sd att LT = —L. En

L+Lt

formel for den ortogonala projektionen pa S ar projgq(L) = =5
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9. Lat V vara ett komplext vektorrum av dimension n och lat d, k£ > 1 vara heltal. Vad &r det
minsta respektive storsta mojliga virdet pa dim ker(L*) for en operator L pa V' sadan att
dimker(L) = d? 4 p)

Losningsforslag. Vi kan vilja en Jordanbas for L sé att L blir blockdiagonal. Kirnan av L*
dar da den direkta summan av kdrnan av varje block och dimensionen av kidrnan &r summan
av dimensionerna av kédrnan av varje block. Betrakta nu ett Jordanblock

A1 0 ... 0
0A1 ...0
A—l0 0 X ... 0
000 ... A

av storlek s x s. Om X\ # 0 sd ér A inverterbar och ker(A¥) = {0}. Om A = 0 s
4r A*¥ en matris med enbart nollor férutom ettor p den kte superdiagonalen. Alltsa dr
rk(A*) = max{0, s — k} och ddrmed &r

dim (ker(A*)) = min{k, s}.

Eftersom L har exakt d stycken Jordanblock med egenvirde 0 blir alltsd d < dim ker(L*) <
kd. Vidare ir uppenbart dim ker(L*) < n. Alltsa ir

d < dimker(L"*) < min{kd, n}.

Den nedre griansen uppnas om alla Jordanblock med egenvirde 0 har storlek 1 (t ex om
L diagonaliserbar). Vi ska nu visa att den 6vre gransen gar att uppna. Om kd < n finns
en operator . med Jordanform bestaende av d stycken block med egenvirdet 0, alla av
storlek k, samt négra block med andra egenvirden. Detta ger dimker(L¥) = kd. Om
kd > n kan vi hitta en operator L med Jordanform bestaende av d stycken block med
storlekar 1 < sy, 89,...,84 < k och sd att s; + s9 + - -+ + 84 = n. D4 ir dim ker(LF) =
S1+ S8y + -+ 85g=n.

Svar. Det minsta respektive storsta virdet pa dim ker(L*) dr d och min{kd, n}.



