Losningsforslag till Omtentamen i Modern Fysik SH1014
14.00-19.00, 2023-04-14, KTH, Stockholm

Tillatna hjalpmedel: minirédknare + Matematics Handbook Beta
Formelblad delas ut tillsammans med tentamenslydelsen

Tentamen bestar av 8 problem som vardera ger maximalt 5 poang. For godkéant kravs 20 poang. Betyget baseras
pa uppnadd poing. Betygskriterierna ar foljande:
A:36-40, B:32-35.5, C:28-31.5, D:24-27.5, E:20-23.5, Fx:18-19.5, F:0-17.5

1. Problem:
Forskaren Liisa arbetar med en detektor som bestar av en Nal-scintillator och ett fotomultiplikator(PM)ror.
Hon vet att ljusfotonerna som skickas ut fran Nal-kristallen traffar PM-rorets fotokatod (en tunn metallisk
folie) och slar ut elektroner. Liisa funderar pa hur valet av material i fotokatoden kan paverka PM-rorets
effektivitet.

Efter att ha studerat ljusspektrumet fran Nal-kristallen sa approximerar Liisa den vagldngdsberoende in-
tensiteten, 7, till f6ljande gaussiska form:

I()) = Ae=(—20)*/(20%)

dar Ao = 415 nm, 0 = 45 nm, och A &r en normaliseringskonstant.

a) Stéll upp den allmént giltiga formeln for hur elektronernas (som kommer ut fran fotokatoden) maximala
kinetiska energi, Fy,,x, beror pa vaglangden A hos inkommande ljusfotoner. [1 p]
b)Anvind medelvirdet pa vaglingden hos fotonerna fran Nal-kristallen och bestim motsvarande specifika
vérde for Epax om fotokatoden ar gjord av cesium som har uttradelsearbetet 1.95 eV. [1 p]
c) Liisa har rdknat ut att f6r cesium sa har i princip alla ljusfotonerna fran Nal tillracklig energi for att
kunna sla ut elektroner. Men hon funderar pa att testa andra material till fotokatoden. For vilka av féljande
metaller skulle minst 50% av Nal-fotonerna kunna ge tillracklig energi for att kunna sla ut elektroner, dvs
(Emax > 0)? Grundamnet anges med uttridelsearbetet i eV inom parentes: Ag(4.26), Au(5.10), Cu(4.53),
K(2.29), Mg(3.66), Na(2.36), Pt(5.12), Sn(4.42), Ta(4.00), W(4.32). [3 p]
Losning:
a)

EmaX:hV—W:%—W.

b) Gaussfunktionen dr symmetrisk kring det maximala virdet Ao, dvs medelvardet dr 415 nm. Vi har W=1.95
eV. Elektronernas maximala energi blir:

he

Emax = TiE
415 [nm)]

—1.95[eV] = ... = 1.0355 [eV] = 1.04 [eV].
c)Medelvardet 415 nm ger fotonenergin E; = he/415 [nm] = 2.9855 eV. Alla W som &r storre &n s
funkar inte eftersom det innebiar att mindre &n halva gausskurvan (dvs mindre &n 50% av intensiteten)i

vaglangdsspektrumet kommer kunna ge ett positivt viarde pa Ep .. Dvs de grunddmnen som fungerar pa
listan ar endast K och Na.



2. Problem:
Iden s.k. s-processen, som pagar inuti vissa stora stjarnor, skapas nya grundimnen genom neutron-infingning
kombinerat med beta-sonderfall. For att detta ska fungera krévs nagot slags naturlig neutronkalla. En mojlig
neutronproducerande kdrnreaktion som kan férekomma inuti stjarnor &r féljande:

BC+4He = 150 + n.

a) Beriikna reaktionens ()-virde [3 p]
b) Betrakta systemet fran masscentrumsystemet och berikna den kinetiska energin som neutronen far. [2 p]

Losning;:
Q = AE = (m(C13) 4+ m(He4) —m(016) —m(n))c* =
= (13.003354 + 4.002603 — 15.994914 — 1.00866501) * 931.502 = 2.2151 [MeV].
B —9 _~ 9 508 Mev).
1+ morie 1+ 16
3. Problem:

Betrakta en neonatom (Ne) dar alla elektroner utom en ar borttagna. Elektronen befinner sig i grundtill-
standet, dvs n = 1.

a) Vilken vaglangd behover en inkommande foton ha for att excitera elektronen till ett n = 2-tillstand? [2 p]

Vi tidnker oss nu att samma en-elektron-neonatom befinner sig i 2p-tillstandet. D& har vi f6ljande radiella
vagfunktion:

_ 1 Zr —Zr/2ao
o) = af 297 V5 a0
Notera att formen fran formelbladet héar 4r modifierad med atomtalet Z for att ta hénsyn till laddningen
hos atomkérnan.
b) Bestdm den mest sannolika radien for Ne-atomens elektron i 2p-tillstandet.
Ange svaret i enheten ay. [3 p]

Losning;:
a) Vi betraktar atomen som vdtelik, med kiarnladdningen Z = 10, eftersom atomtalet fér neon ar 10. Energin
for en niva med huvudkvanttalet, n, ar da:
B, — —-Z2. 1?;.6 [eV].

n
Den efterfragade vagldngden, A, beror pa energiskillnaden mellan tillstanden n = 1 och n = 2. Med sam-
bandet Etoton = AFE, = hv = he/)\ sé far vi:

he he he 1 he

AE, —Z2.13.6 [eV] 722.1132.6 [eV] 1360 [eV] % 1020 [eV] ni

22

b) Den mest sannolika radien fis genom att betrakta sannolikhetsfunktionen P(r), som beror pa kvadraten
pa den radiella vigfunktionen multiplicerat med 2, eftersom volymselementet i sfiriska koordinater viger
med 72:

1 ZQTA 72,’,,/010

- - = —k 4 —Zr/ag
(2a0/2)3 3 - a2 ne ’

P(r)y = Rgp(r)r2



dar k ar en konstant som beror pa Z och ag, men som inte paverkar resultatet for den mest sannolika radien.
Denna f&s genom att derivera P(r)och leta efter nollstillen:
dP(r)

_ 4kr36—Zr/a0 _ kr4£e—Zr/ao — /{JT3€_Zr/a0 4 — ﬁ —
dr ag

Forutom triviala nollstallen da » = 0 och d& r — oo sa far vi nu:

Z
1-25 =

ao

4 2
r:% = [Z(Ne) = 10] = Za.

Vi noterar att en vitelik atom med ett hogre virde pa Z, som en-elektron-neon-jonen i denna uppgift har
sina elektroner pé ett kortare avstand fran kiarnan &n véte har.

. Problem:
Fysikstudenten Agaton har byggt en fin drénare med en myondetektor pa. Med den sa tinker han forsoka
méta myonens halveringstid, ¢, /5. Agaton antar férenklat att alla myoner rér sig rakt ner mot jordytan
och att de alla har bildats ovanfér 3000 meters hojd. Agatons kompis Liisa har redan métt de kosmiska
myonernas hastighet sa han anvénder hennes varde som &dr 99.5% av ljushastigheten.

Agaton kor upp sin drénardetektor i luften och méter upp 1165 myoner per minut vid en hdjd 6ver marken
pa 300 meter och 1230 myoner per minut vid héjden 850 meter.

a) Hur ménga myoner per minut borde Agaton kunna méta upp vid jordytan? [2 p]
b) Berdkna myonernas halveringstid (i deras eget inertialsystem.). [3 p].

Losning:
a)
Tiden mellan méatpunkterna i jordens inertialsystem:
850 — 300
t=Atiorg) = ————— =1.84-10"%s.
(ford) 0.995¢ °
Vi har exponentiellt sonderfall av myonerna:
N = Npe M
N 1165
No 1230
N
B t
In2
tagord) = HT — .. =2354-10 s,

Tiden fran 850 m till jordytan &r: ty¢, = 850/0.995¢ = 2.8495 - 107 ¢ s.
]Vjordytan = ]\]06_1&3'ta In2/t1/2Gora) — 1131.

Vi férvintar oss att detektera ca 1131 myoner per minut vid jordytan. Overkurs: Det finns alltid en statistisk
variation vid denna typ av detektion och sénderfall. Distributionen som &r relevant har ar av Poisson-typ
och den statistiska variationen av N ar darfor v/ N, sa vi forvintar oss att detektera 1131 & 34 myoner vid
jordytan.

b)

Hir berdknar vi Lorenzfaktorn, v, och anviander sedan tidsdilatation for att fa fram halveringstiden i myo-
nens eget intertialsystem:

1
= 099 = v=——=——= =10.013

v\2
1= (2)
t1/200r
bsmyon) = —L0D) 22‘) D —2.35-107° = 2.35 s

ol



5. Problem:
Forskaren Pi anviander rontgendiffraktion for att studera en okand kristall. Den okénda kristallen ar prepa-
rerad sé att atomplanet ligger upplinjerat i ytan och den har ett avstand mellan atomplanen, d, pa 0.425 nm.
Rontgenroret bestar av en elektronkanon i vilken elektroner accelereras 6ver ett spanningsgap med span-
ningen U och sedan traffar en anod av koppar. Fran anoden sa skickas rontgenstralningen ut som en kolli-
merad stréle som Pi sedan later falla in mot kristallen med glansvinkeln (vinkeln mellan ytan och stralen),

6.

a) Vilken ar den kortaste vaglangd, Anin, som rontgenstralningen kan fa vid en accelerationsspanning pa
20 kV? [1 p]

b) K, -linjen i koppar har en vaglingd, \,, pa 0.1549 nm. Bestim den minsta vinkel 8 for vilken Braggvill-
koret ar uppfyllt for denna kristall med \,. [2 p]

c) Pi skulle vilja anvianda neutrondiffraktion ocksa for att studera kristallen, men &r lite osédker pa hur hog
neutronenergi som behovs. Hjilp Pi genom att bestimma den kinetiska energin (i enheten eV) som for en
neutron ger en de Broglie-vaglangd identisk med den ovanstaende A\,. [2 p]

Losning;:
a)
Den kinetiska energin, E., hos de elektroner som traffar anoden ar:

E, = eU =20 [keV].

Den maximala energin hos rontgenfotonerna blir da 20 keV. Vi har saledes:

he
E = hw=
v )\min
hc
Amin =..=62- 10712 .
20 [keV] [m]
Den minsta méjliga vaglangden blir 62 [pm].
b)
Braggs lag, minsta vinkeln fas da n = 1:
2dsin(d) = nA\n=1,23,..
A
in(f) = = =02
sin(0) 54
0 = 11.5°

)
Vi vill ha en de Broglievagldngd pa 0.1549 nanometer:

h
A = — =0.1549 [nm]
p
p?
E = =p=Vv2mE
2m
\ - h
V2mE
1 /h\?

Neutronens energi ska vara 34 meV for att ge samma vaglangd som A,. Vi noterar att det &r ok att rikna
icke-relativistiskt pga den laga kinetiska energin.



6. Problem:
En partikel med massan m befinner sig i en endimensionell potential, U (z). Partikelns vagfunktion kan
skrivas:

Aze=*/2 forax >0
Y(z) = §
0 forx <0

a) Normera vagfunktionen, dvs bestim konstanten A. [2 p]
b) Bestdm potentialen U (x) samt partikelns energi, F. [3 p]

Losning:

a) For att normera s staller vi upp normeringsvillkoret, dvs att sannolikheten for att hitta partikeln i det
tillgangliga intervallet, och 16ser sedan ut konstanten A:

| P -

A2/ z2e dr = 1
0

Vi kan anvénda f6ljande integralformel fran formelbladet:

|

e m!

rmebrdr .
0 bm+1

Medm = 2,b =1 sa far vi:
2!
A2
13

A:

S %
I

b) Vi forbereder oss genom att derivera 1 (x) tvd ganger:

Y(xr) = Aze */?

dy _ Ax _

= A z/2 2 —x/2

dx © 2 ¢

d?e A A Ax T 1 1
v o _ _Z —x/2 _ 2 —x/2 b —x)2 _ —x/2 [ _ Jadl - =
dz? 3¢ 2¢ Tt et/ (—143) w(”:)<4 x)

Vi skriver nu upp den tidsoberoende Schrédingerekvationen och sétter in andraderivatan av ¢ (z):

12 dPy(x)
2m  dx?

2
L (1 - i) FU@() = Bulx)

+U@)Y(r) = Bz

2m\4 =z
R h?

- = EFE-U
&m + 2max ()

h2
FE = ——
8m
h2
Ulx) = -




7. Problem:
Tva partiklar, den ena med massan m; = m, och den andra med massan mq = 2m, ror sig i labbsystemet
rakt emot varandra med hastigheterna v; respektive ve.

Betrakta nu det speciella fall ddr labbsystemet ar identiskt med masscentrumsystemet for de tva partiklarna.
a) Ta fram ett analytiskt uttryck for hur (vy/c) beror av (va/c)- [3 p]

b) Med forutsittningar som ovan, berikna (v /c) fér (v /c) = 0.6. [1 p]

c) Med forutsittningar som ovan, berdkna (vy /c) for (v /c) = 0.001. [1 p]

Losning:
a) I masscentrumsystemet s& har systemet som helhet inget rérelsemangdsmoment. Det betyder, om vi
betraktar beloppet av hastigheterna, att f6ljande samband géller:

p1 = P2
mimvr = M27Y202
myvr = 2myvs
MU = 27202

(Ll
C

2(%)

L) _
1—(2)® 1—(2)*

dar vi anvant vilomassorna vy = m, vo = 2m och uttrycket fér den relativistiska rérelseméngden: p = m-~ywv.
Efter lite algebra sa far vi nu det efterfragade sambandet mellan hastigheterna:

(-

(2)2 +3

b) Om vi sitter in vdrdet vy /c = 0.6 sa far vi v /c = 0.83.

¢) Om vi sitter in véardet vy /c = 0.001 s far vi v; /¢ = 0.002.
Notera att denna deluppgift, pga den laga hastigheten, alternativt kan 16sas mycket enkelt med det klassiska
sambandet for rorelsemédngderna: mwv; = 2muy vilket direkt ger: v1 = 2vs.

8. Problem:
For ca 50 ar sedan, i borjan av 1970-talet, s upptiackte Arne Johnson, d& en ung doktorand pa KTH, att
troghetsmomentet hos roterande atomkérnor ibland &ndrar sig snabbt och dramatiskt i samband med att
en kdrnan dndrar sin rotationsenergi. Detta spektakuldra fenomen kom att kallas backbending.

Roterande atomkarnor beskrivs med en liknande kvantformalism som roterande molekyler. Men till skillnad
fran molekyler sa kan kédrnornas troghetsmoment inte direkt raknas ut fran massorna. Troghetsmomentet
beror pa atomkérnans inre struktur pa ett icketrivialt sitt, men det kan bestimmas experimentellt. Rota-
tionsenergierna for en deformerad atomkérna ges av:
7—1/2
Erot = ﬁI(I + 1),

dar J ar troghetsmomentet och I dr atomkérnans spinnkvanttal. Roterande atomkéarnor byter spinn i steg
om Al = 2, och vi har tillstdinden I™ (7 markerar pariteten): 0F, 27,47 6%, ... dir 0T motsvarar grund-
tillstandet.

a) En roterande atomkirna har ett exciterat 27 -tillstind vars rotationsenergi ligger 84 keV hogre 4n grund-
tillstdndet. Berdkna troghetsmomentet. [2 p].

Med gammaspektroskopi s& kan vi méta upp energin mellan 6vergangen fran kvanttillstandet for ett visst
spinn I och tillstindet under, dvs I — I — 2.1 ett gammaspektrum till den roterande kirnan '*?Er har
foljande gamma-6vergangar observerats (enhet keV): 102, 228, 337, 430, 506, 562, 581, 546, 555, 616.1 tur och
ordning si motsvarar dessa gammaenergier spinn-6vergédngarna 2 — 07, 4T — 2%, hela vigen upp
till 20t — 18+.



b) Berikna troghetsmomentet for 152Er bade vid laga och héga spinn och jamfér. Hur stor procentuell
fordndring av troghetsmomentet kan vi observera mellan laga och héga spinn? 3 p]

Losning:
a) For att rdkna ut ett viarde pa J sa kan vi hér direkt anvéinda vardet pa E for tillstandet ifraga (f6r frund-
tillstandet vid I = 0 sa ar £ = 0):

h? h2 3h2
Erot - ﬁ[([ + ].) = 52(2 + ].) = 7
3h% 3 (4.13570- 107 19)2[eV3s?]
J = === = 1.5468 - 1073% [eVs?] = 2.4780 - 1074 [J - 82 = kg -
E  4n? 84-10%[eV] [eVs7] [J-s" =ke

Tréghetsmomentet r ca 2.5 - 107°4 [kg - m?].

b) For att fa et varde pa E sa behover vi ldgga ihop alla gamma-energier fran gruntillstindet upp till till-
standet i fraga, dvs: For I = 2 sa har vi energin F(2) = 102 keV, och for I = 20 s& har vi energin
E(20) = 102 4 228 + 337 + 430 + 506 + 562 + 581 + 546 + 555 + 616 = 4463 keV. P4 samma sétt som i
(a)-uppgiften sa berdknar vi nu tréghetsmomentet for dessa tva olika spin-kvanttal och jamfor dem:

K2 3h2

I=2) = —2241)=——— =2.04-10"%* [kem?
TI=2) 2522+ = [oa vy — 20401077 lkem]
K2 210h°
I=20) = —20(204+1)= ——— =3.27-10"°* [kem?
(I =20) 22020+ D) = ey — 3271077 ke

Vi beriknar nu den procentuella férandringen F' = 100AJ/J(I = 2) av troghetemomentet vid I = 20 i
forhallande till I = 2:

210n% _ 3n2
b 001 =20)-J(I=2) 0 ( 63 m) = 59.98 ~ 60
= T =2) B e T

Vi ser att troghetsmomentet, J, 5kar med 60% fran laga till hoga spin (fran I = 2 till I = 20 i detta fall).

Notera att det inte 4r mojligt att direkt 16sa ut troghetsmomentet endast fran en enda 6vergang med en viss
gammaenergi, I,. I det fallet sa har vi ju tva olika tréghetsmoment att ta hansyn till. Tréghetemomentet
for ett visst tillstand beror ju pa tillstandets energi i forhallande till grundtillstaindet, med ovantsaende
formalism.



