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DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat V' = Ccs[x] vara méngden av polyom av grad hogst fem med komplexa koefficienter
ochlat L : V — V ges av L(p(z)) = p”(z) + 2p(x). Bestdm en Jordanbas for L.

(4 p)
Losningsforslag. Om vi viljer basen {°/i!}?_, far vi matrisen for L som
2 0 1 0 0 O]
020100
002010
A= 000201
000020
00 0 0 0 2]

Alltsd dr (A —2I)3 = 0 och (A —21)? # 0. De basvektorer som ligger i ker(A —27)3 men
inte i ker(A — 27)% #r 2% /4! och z°/5!. Vi far Jordanbasen genom att anviinda (A — 21)
pa dessa, vilket ger {1, 2%/2!, 2% /4!, z, 23 /3!, 25 /5!}.

Svar. En Jordanbas ges av {1, 2%/2!, 2 /4!, z, 23 /3!, 2° /5!}.
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2. Lat (-|-) vara den inre produkt pA V' = C? som ges av matrisen

a=[2 )

ochlat L : V — V ges av matrisen

by
Bestim matrisen for den adjungerade operatorn L genom att utgé fran definitionen. (Det
behovs inte nagon ortogonal bas.) 4p)
Losningsforslag. Vi soker en matris B som uppfyller
(Bx)'Gy = (x)'GAy
for alla x,y i C2. Det dr ekvivalent med BTG = GA, dvs B = (GAG™!)T. Vi har att

2 =2 g 1
310t 2| |-=-7 8| 3

Svar. Matrisen for LT dr B = _1. —2i )
—47 5

-3 —06e -1 =2
—12¢ 15 —4i 5

3. Avgor om K = {al + bA : a,b € Z/5Z} dr en kropp for var och en av matriserna A i
méngden

H_Ol :ﬂ [(1) _12]> {j ﬂ E (2)}}gM2(Z/5Z).
(4 p)

Losningsforslag. Vi far en kropp precis om minimalpolynomet &r irreducibelt. Vi kan se pa
de karakteristiska polynomen for matriserna. For en 2 x 2-matris ges det karakterististka
polynomet av pa(z) = 2* — tr(A)z + det(A). For de fyra matriserna far vi ddrmed

P +2x+1=(x+1)3
2 — x4 2,
2?2 +1=(z—2)(z+2),
P —r—2=(x+1)(x—2)
Eftersom p(z) = x* — x + 2 saknar nollstdllen i Z/5Z &r det bara den andra matrisen

som ger en kropp. For de 6vriga finns nolldelare, t.ex. dr (A + I)? = 0 for den forsta,
(A —2I)(A+ 2I) =0 {or den tredje och (A + I)(A — 2I) = 0 for den fjdrde.

2

Svar. Det ir bara den andra matrisen, A = L 1

} som gor att K blir en kropp.
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. (a) Visa att det for en linjdr avbildning L : V' — W giller att L dr injektiv om och

endast om ker(L) = {0}. (1 p)
(b) Ge ett exempel pa en injektiv linjédr avbildning L : V' — W som inte dr surjektiv.
(1p)

(c) Formulera och bevisa dimensionssatsen for linjdra avbildningar L : V' — W.
2p)

Losningsforslag.

(a) Om L ir injektiv kan bara 0 avbildas pa 0 och didrmed &r kdrnan trivial. Om kdrnan
ar trivial har vi att L(x) = L(y) medfor att L(x —y) = 0, dvs x —y = 0, vilket
visar att L &r injektiv.

(b) Om V = {0} och W # {0} finns bara nollavbildningen fran V' till W och den ir
injektiv eftersom kérnan dr {0}, men den &r inte surjektiv eftersom bildrummet ir
{0} #W.

(c) Dimensionssatsen sdger att om L : V' — W ir en linjdr avbildning och dim V' < oo
sa giller

dim V' = dimker(L) 4+ dimim(L).
Vi kan bevisa den genom att vilja ett komplement U till ker(L) i V" och fér att restrik-
tionen av L till U &r injektiv eftersom komplementet inte innehaller nagot element
fran kdrnan utom nollvektorn. Alltsd dr dim U = dimim(L) och eftersom U ir ett
komplement till ker(L) ar dim V' = dim ker(L) + dim U.
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5. (a) Ange enbas for A"V om {e;,e,,...,e,} iren bas for V. (1p)
(b) Ange det basbyte for /\2 C? som svarar mot basbytet for C* mellan baserna {e;, es, €3}
och {f), £, f3} dir f; = 37 pje; for j = 1,2, 3. (1 p)
(c) Antag att 1 + 1 # 0 i kroppen av skaldrer. Visa att en multilinjar avbildning &r alter-
nerande om och endast om den dr skevsymmetrisk. 2p
Losningsforslag.

(a) En bas for A™ V' ges av
{eil/\eiz/\---/\eim 1<y <ZQ<<Zm§TL}
(b) En bas for /\2 C? gesav {e; Aeg,e; Aeg,es Aeg}.Omf; = Z?Zl pije€; far vi

fi ANy = (pr1e1 + pares + psies) A (pr2€1 + paaes + psaes)
= (p11p22 — p21P12)€1 A €2 + (p11ps2 — Paipiz)€r A €3 + (paiDs2 — PaiDaz)es A es

fi AN f3 = (pr1€1 + parea + psies) A (piser + pases + pases)
= (p11p23 — p21P13)e1 A €2 + (p11Pss — Paipis)€r A €s + (PaiPs3 — PaiDaz)es A €3

fo ANy = (p1oe1 + pesr + p3zes) A (pizer + pases + pazes)
= (p12p23 — P22p13)€1 A €2 + (p12pss — P3ap1z)e1 A €3 + (paapss — paapaz)es A es
Alltsé ges basbytesmatrisen av
P11P22 — P21P12  P11P23 — P21P13  Pi12P23 — P22P13

P11P32 — P31P12  P11P33 — P31P13  Pi12P33 — P32P13
P21P32 — P31P22  P21P33 — P31P23  P22P33 — P32P23

(c) En multilinjdr avbildning f: V™" =V xV x ... xV — U dr

e alternerande om f(x1,Xa,...,X,,) = 0 om tva argument &r lika, dvs x; = x;
for nagot i # 7,
o skevsymmetrisk (eller antisymmetrisk) om f(xi, X, . .., X,,) byter tecken, men

i Ovrigt inte dndras, om tva argument byter plats.
Genom att fixera alla argument utom tva sa erhaller vi en bilinjér avbildning g: V x V. —
U och det ricker att bevisa satsen for alla sadana g. Om g dr alternerande har vi att
0=yg(x+y x+y)—gxx)—g(y.y)=9xy)+9(y,x)
for alla x,y € V och alltsa dr g skevsymmetrisk.
Om g dr skevsymmetrisk har vi for alla x € V' att

g(Xa X) = _g(X> X) — QQ(X? X) =
Om 2 # 0 foljer alltsa att g(x,x) = 0.
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DEL III — AVANCERADE PROBLEM

6. Bestdm alla komplexa matriser som ar samtidigt diagonaliserbara med bade

010 010
A=11 0 0 och B=1|0 0 1
0 01 1 00

(4p)

Losningsforslag. For att en matris X ska vara samtidigt diagonaliserbar med bade A och B
maste den kommutera med bada. Om vi skriver

11 T12 T13

X = |z21 @22 o3

31 T32 T33

ges villkoret BX = X B av

To1 T2 T23 13 T11 T12
T31 X322 X33 = [T2z X1 T22
| T11 T12 L13 L33 31 T32

vilket g€ T'11 = o2 = X33 T12 = T23 = T31 och T13 = T91 = I392. Villkoret AX = XA

ger nu _ ) ) }
13 T11 T12 T2 T11 T13
T11 T12 T13| = [T11 T13 T12
[¥12 Z13  L11 | T13 T12 L11

vilket ger x15 = 3. Sammantaget har vi att alla matriser pa formen

a b b
X=1|b a b
b b a

kommuterar med bade A och B. Det aterstar att kontrollera att alla tre matriser &r dia-
gonaliserbara. A ir reell symmetrisk och dirmed diagonaliserbar. B har karakteristiskt
polynom 2° — 1 = (z — 1)(z — €*™/3)(x — e*™/3) och #r diagonaliserbar eftersom alge-
braiska multipliciteten dr 1 for alla egenvirden. Matrisen

1 11
J=11 11
1 11

ar reell symmetrisk och &r dirmed diagonaliserbar. Ddrmed dr X = (a — b)I + bJ diago-
naliserbar for alla komplexa tal a och b.

Svar. Det édr matriser pa formen

X:

SN RQ
(ol SIS
SIS ]

som dr samtidigt diagonaliserbara med bade A och B.
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7. Lat (2(C) = {x = (x;)7%]@; € C,i > 0och > 72, |2;|* < oo} med inre produkt som ges
av (x|y) = > 2, Tiy; och 1at L : (*(C) — ¢*(C) ges av L(x); = @41, fori > 0.

(a) Bestdm alla egenvirden och egenvektorer till L. 2p)

(b) Anvind del (a) och algebrans fundamentalsats for att bestimma vilka polynom p(z)

i C[z] som uppfyller att p(L) dr injektiv. 2p)
Losningsforslag.

(a) Om x € ker(L — AI) har vi att 2,47 — Az; = 0, for alla ¢ > 0. Det betyder att
x; = N'zo. For att detta ska vara en egenvektor maste xo # 0 och || < 1 eftersom
Yooy INY|? divergerar om |A| > 1 och konvergerar om |A| < 1. Alltsa ér egenvirdena
A innanfor enhetscirkeln och motsvarande egenvektorer x, = (A)22,.

(b) Enligt algebrans fundamentalsats kan ett komplext polynom kan faktoriseras i linjira
faktorer x — A. Produkten &r injektiv om och endast om alla faktorer &r injektiva.
Enligt del (a) dr en faktor L — A injektiv om och endast om |\| > 1. Ddrmed dr
dessa polynom precis de polynom som saknar nollstédllen innanfor enhetscirkeln.

Svar.
(a) Egenvirdena ir A € C med |\| < 1 och motsvarande egenvektor x, = (\*)22,.
(b) p(L) dr injektiv om och endast om p(z) saknar nollstéllen innanfor enhetscirkeln.

8. Lat V' och W vara komplexa inre-produktrum och 1at L : V' — W vara en linjar avbild-
ning. Definiera en seskvilinjar form pa U = V' & W som

<[§j {XZ} > = (x1|x2) + (L(x1)]y2) + (y1|L(x2)) + (y1]y2)

AP

dér den forsta termen beriknas med inre produkten pa V' och de tre Gvriga med inre pro-
dukten pa V. Visa att detta definierar en inre produkt om och endast om |L(x)| < |x| for
allax #0iV. (4 p)

Losningsforslag. Det ir klart att uttrycket dr seskvilinjért eftersom varje term &r seskvilinjér
och L ir linjir.". Det #r ocksa konjugatsymmetriskt eftersom inre produkterna #r det och
de tva mittersta termerna byter plats eftersom

(L(x1)ly2) = (y2|L(x1)) och  (y2|L(x2)) = (L(x1)[y2)-
Det aterstar att avgora nér produkten blir positivt definit.

< m m > = (x|x) + (L(x)|y) + (y|L(x)) + (yly) = [x|* + |y|* + 2Re((L(x)|y))

Enligt Cauchy-Schwarz olikhet ér
[x|* + |yI* + 2Re((L(x)[y)) > [x|* + |yI* = 2[L(x)] - |y| = (|x] = [y])* + 2()x]| — |L()])ly]
Detta dr positivt om |L(z)| < |x| och inte x| = |y| = 0, vilket visar att formen &r positivt
definit.
Omy = —L(x) och |L(x)| > |x| fér ndgot x # O far vi
(x|x) + (L(x)ly) + (y[L(x)) + {yly) = [x]* = [L(x)[* <0,
vilket visar att formen inte dr positivt definit.

'Behover inte visas eftersom det stir i uppgiften
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9. Avgor for vilka par av komplexa matriser A och B av rang 1 som Moore—Penroseinversen
uppfyller att (AB)T = BTA™. Observera att matriserna inte behdver vara kvadratiska,
men produkten AB behover vara definierad. 4p)

Losningsforslag. Vikan skriva A = oyx! och B = px,z!, dir [y| = |x;| = |xo| = |z| = 1,
o # 0 och u # 0. Detta ger

1 1
At = Zxyy" och BT = Zzx]
o

Vi far darmed att
AB = opyx|xoz' = op(x;[xo)yz!

och 1 1
BYAT = —zxIxiy’ = —(x0|x))zy .
ol ol

Om AB = 0ir (AB)* = 0 och vi maste ha (x;|z2) = 0. Annars har AB rang 1 och
1
(BYAN)AB(BYAT) = — (xox1)*(x1[x2) 2y 1 y2'zy' = [(xi[x2) |’ BT AT
o

For att (AB)" = BTA" maste dirmed |(x;|x2)| = 1, vilket enligt Cauchy-Schwarz
olikhet géller precis om x; och x; ir parallella.
Sammantaget har vi att (AB)" = Bt AT giller om x; och x, antingen &r ortogonala

eller parallella. Vi kan formulera det som att im(B) ska ligga i eller vara ortogonal mot
ker(A).

Svar. (AB)T = BT A" giller for matriser av rang 1 om och endast om im(B) C ker(A)
eller im(B) L ker(A).



