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Tentamen bestar av nio uppgifter som vardera ger maximalt fyra podng. Del I utgors av de
tre forsta uppgifterna som testar formagan att 16sa grundldggande problem. Del II utgors av de
tva foljande uppgifterna och testar begreppsforstaelse och kunskap om satser och samband. De
fyra sista uppgifterna utgor del III och testar formagan att 16sa mer avancerade problem och dr
avsedda framst for hogre betyg. Bonuspoidng av typ I adderas till erhallna podng pa del I och
bonuspoing av typ II adderas till erhallna poing pa del II. Det gar dock inte att fa mer dn 12
respektive 8 poing pa dessa delar. Betygsgrianserna vid tentamen kommer preliminirt att ges av
foljande tabell dir kolumnerna anger poidnggrins for respektive del/hela skrivningen.

Del | Poing | Innehall Fx E D C B A
I 12 | Grundldggande problem | - - - - - -
II 8 | Begrepp och satser 4 4 4 6 6 6
I 16 | Avancerade problem - - - - - -
hela 36 11 12 18 22 26 30

Till exempel krivs for betyg C minst 22 poidng totalt varav 6 poing pa del II.

For full podng pa en uppgift krivs att 16sningen &r vil presenterad och létt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva podng.

DEL I - GRUNDLAGGANDE PROBLEM
1. Lat ¢*(C) vara Hilbertrummet av foljder a = (ag,a1,...) med |a]* = Y o0 |a;* < o0

och den inre produkten (a|b) = > °°@;b;. Lat ¢ € C vara ett komplext tal med |c| < 1
och 14t L.: ¢*(C) — ¢?(C) vara operatorn som tar foljden a = (ag, ay, ... ) pa foljden

L.(a) = (ag, cay, as, as, ... ).
(a) Bestdm den adjungerade operatorn LZ. 2p)
(b) For vilka c € C ar L, sjdlvadjungerad och/eller unitir? 2p)
2. Lat A = [Z _41} . Bestdm Jordans normalform till A och berikna A20%2. 4 p)

3. Lat K = {a+ W2 :abe Q} C R. Detta dr en kropp.
1 —
3 5
(b) Bestidm en 2x2-matris B € M(Q) och en isomorfi av kroppar : K — Span{/, B},
dvs en isomorfi av Q-vektorrum som tar multiplikation i K till multiplikation av ma-
triser. 2p)

(a) Avgor om matrisen A = } ar diagonaliserbar over kroppen K. 2p
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. Lat V vara ett vektorrum och L: V' — V en operator.
(a) Definiera vad som menas med minimalpolynomet ¢y (¢) for L. 1p)
(b) Visa att minimalpolynomet existerar om dim V' = n < oo och har grad < n?%. (1 p)
(c) Ge ett exempel pa en operator L pa ett dndligtdimensionellt vektorrum V' sidan att
minimalpolynomet ¢, (t) inte dr lika med det karakteristiska polynomet py (t). (1 p)
(d) Ge ett exempel pa en operator L sadan att gy, (¢) inte existerar. 1p)

5. (a) Vad innebir det att en n X n-matris A dr unitir? 1p)
(b) Vad innebir en singuldrvirdesuppdelning (en: singular value decomposition) av en
linjir avbildning L: V' — W mellan dndligtdimensionella inre produktrum V" och

W7 Definiera dven begreppen singuldrvdrde och singuldrvektor. 1p)
(c) Visaatt en n x n-matris A dr unitdr om och endast om A har n stycken singulidrvirden
som alla dr 1. 2p

DEL III - AVANCERADE PROBLEM

6. En f6ljd av polynom py(t), p1(t), ... definieras rekursivt av
polt) =4t =1, pi(t) =42 +1, och puys(t) = 2pa(t) + 3pa_s(t) frm > 1.
Bestidm en explicit formel for p,, (t). 4p)

7. Lat V vara ett komplext vektorrum och definiera en avbildning f: V xV — V@V
genom f(X,y) = X®Yy —y ® X. Visa att det finns en unik operator L pa V' ® V sadan att
Lx®y)= f(x,y). Visaatt V® V = im L @ ker L ir en inre direkt summa. 4 p)

8. Lat A € M,(C) vara en n x n-matris och lat L: C[x] — M, (C) vara den linjira
avbildningen som definieras av L(p(z)) = p(A) + p'(A).
(a) Bestdm de mojliga dimensionerna for bildrummet till L néar A varierar men n dr fixt.

2p)
(b) Bestidm ett delrum V' C C[z] sadant att C[z] = V @ ker(L) ndr A = [_12 ﬂ . 2p

9. Lat V vara ett dndligtdimensionellt komplext inre produktrum. Lat Vi, V5, ..., V,, vara
en-dimensionella delrum, for nagot m > 1, och lat L;: V' — V vara operatorn som
projicerar ortogonalt pa V; fori = 1,2,... m.Lat L = Ly + Lo + - - - + Ly,.

(a) Visa att L dr diagonaliserbar med hogst m noll-skilda egenvérden. 2p)
(b) Visa att egenvirdena dr reella och icke-negativa och att det storsta egenvirdet ligger 1
intervallet [1, m]. 2p)




