Institutionen for matematik

@b SF1673 Analys i en variabel
W2 Y,

FKTHE

% VETENSKAP %

28 OCH KONST %%

e

Losningsforslag till tentamen
Tisdagen den 14 januari 2020

DEL I — GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. (a) Ange definitionen av att en funktion f(x) dr kontinuerlig vid en punkt x = a.

(b) For vilka reella tal a och b ar funktionen e
M x <0,
gx)=4qb x=0,
e x>0

kontinuerlig pa R? 3p)

Losningsforslag.

(a) Lat f : Dy — R vara en funktion siddan att varje punkterad omgivning till @ innehaller
punkter i Dy och a € Dy. Att funktionen f(x) dr kontinuerlig vid punkten x = a
betyder att lim,_,, f(x) = f(a). Med andra ord finns for varje € > 0 ett 6 > 0 sa att
|f(x)— f(x)| < eforallax e Dsmed|[x—a| <0.

(b) Enligt standardgréansvérdet for sin(x)/x ndr x — 0 har vi att for a # 0 ar

m sin(ax) [ S0 _ sin(x)

=aglim —— =alim =a-1=a.
x—0 X x—0 ax x—0 X

Vidare har vi att lim, o4 e 1/¥ = 0 eftersom ¢ — 0 di t — —oo. Eftersom &' ir
kontinuerlig dr

e 1/x

lim ¢ "= =1.

x—0+
Om g(x) ska vara kontinuerlig vid x = 0 krévs att b = lim,_,o+ ¢¢ " =1 och att
b = lime_o_ %) — 4 Alltsi har vi a = b = 1. Till sist, bade sin(ax)/x och ¢ "
ar kontinuerliga for # 0 eftersom de ir ett kvot och respektive en sammansittning av
kontinuerliga funktioner. D4 blir g(x) kontinuerlig pi helaR oma =b = 1.

H

Svar.
(b) a = b =1 dr enda mojligheten for att g(x) ska bli kontinuerlig pa hela R.
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2. (a) Formulera Taylors formel kring O. (1p)
(b) Anvind Taylors formel for att visa att

2 1
ex—sin(x)—l—x— <ot

AT 3 dr x| < 1.

3p)

Losningsforslag.
(a) Taylors formel sdger att om f(x) 4r n ganger kontinuerligt deriverbar i intervallet
[—a,a] sa giller att det for alla x € [—a,a] finns ett & mellan 0 och x sa att

n=1 £(k) (0) i (n) (£
fg IO

k! n!

k=1

(b) Lat f(x) =" —sin(x) — 1 — "72 Vi beriknar Taylorpolynomet av grad 2 till detta och
tar

Flx)=e"—cos(x)—x, f'(x)=e¢"+sin(x)—1 och f&(x)=e"—cos(x)
vilket ger f(0) = f/(0) = f”(0) = 0 och Taylorpolynomet 0 kring x = 0. Alltsa har
vi enligt Taylors formel att

(eé —cos(&))x?

for x € [—1,1] dir & ligger mellan 0 och x. Eftersom e* ir vixande och |cos(x)| < 1
far vi
e
[fEl < (e+ 1)

vilket skulle visas.
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3. Berikna storsta och minsta virdet av funktionen g(x) = (x* + 2x)? for x € [-2,1].
(4p)

Losningsforslag. Observera att g dr deriverbar pa intervallet (—2,1). Detta ger oss att en
max- eller minpunkt kan bara vara i en stationdr punkt, dvs dir derivatan dr noll, eller i
nagon av dndpunkterna. Derivatan ges av g’ (x) = 3(x* 4+ 2x)?(2x+2) = 6x%(x+2)2(x + 1)
som har nollstéllen i x = —2, x = —1 och x = 0. Virdet for funktionen i dessa punkter och
1 andpunkterna ges av

g(-2)=0, g(-1)=(-1’=—-1,  (0)=0 och g(1)=3>=27.
Dirmed ges det storsta virdet av g(1) = 27 och det minsta av g(—1) = —1. O

Svar. Det storsta virdet dr g(1) = 27 och det minsta vérdet dr g(—1) = —1.
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1
4. (a) Bestdm en primitiv funktion till funktionen f(x) = =) 2p)
X X
(b) Berikna volymen av den rotationskropp, som genereras da omradet mellan kurvan
y = sinx, och x-axeln dir x € [0, 7| roteras kring y-axeln. 2p)
Losningsforslag.
(a) Vi anvinder partialbraksuppdelning och soker a och b sa att
1 a b a(l+x)+bx
f) = o = St S A
x(I+x) x  14x x(1+x)
Dérmed ska a4+ b = 0 och a = 1, vilket ger b = —1. Vi kan nu anvénda att derivatan

av In(x) dr 1/x till att berdkna en primitiv funktion som
F(x) =1In(x) —In(1+x)
Denna dr bara definierad for intervallet x > 0. For att fa en primitiv funktion som é&r

definierad for alla x # —1,0 kan vi ta beloppet och far att

F(x)=In|x| —In|l+x| =1n

ar en primitiv funktion till f(x) for allax € R\ {—1,0}.
(b) Volymen av rotationskroppen kring y-axeln ges av att lagga ihop volymerna av cy-
lindriska skal. Detta ger

T T
/ 27xsin(x) dx = 27 [—xcos(x)]§ + 271:/ cos(x)dx = 27 -+ [sin(x)]§ = 27°.
0 0

Svar.
(a) F(x) =1In|x| —In|1 + x| &r en primitiv funktion.
(b) Volymen av rotationskroppen ir 27>.
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5. (a)

(b)

For vilka reella tal p, g dr den generaliserade integralen

/oo x2 + 1
—dx
2 (x—2)Pxd
konvergent? (2 p)
For vilka reella tal » ar serien
i 1
= ( k2 + 1)r
konvergent? (2 p)

Losningsforslag.

(a)

(b)

Svar.
(a)
(b)

Vi delar upp den generaliserade integralen i tva delar
x“+1 x 41 x 41
———dx= | ———d —Qd
/2 (x—2)Px4 * /2 (x—2)Px4 o /3 (x—2)Px4 *
For den forsta delen kan vi nu forskjuta med 2 och fa
1
/ (x42)2+1)(24x) 9 Pdx
0

och vi kan jamféra med fol x~Pdx. Vi har

2 —4y—D
lim (x+2)*+1)(24+x) 9
x—0 x P

5
= lim(x+2)2+1)(2+x) 9= = #0,
x—0 24

vilket ger, enligt en jimforelse sats, att fol ((x+2)%+1)(2+x)"9xP dx konvergerar
om och endast om fol x~ P dx konvergerar vilket hinder om och endast om p < 1.
For den andra delen jimfora vi med [3°x?~P~9dx
41
(x{Z)I’x‘I . 1+ )%

im, 2-p—q = lim, (1—2)p =170

En jamforelse sats sdger att den ursprungliga integralen konvergerar om och endast
om [3°x?>7P~4dx, och vi kan anviinda att [;°x*~P~9dx ir konvergent om och endast
om 2 — p —q < —1. Sammantaget ger det p < 1 och p+¢q > 3.

Vi kan jamfora med serien ) ;> , % vilket enligt en sats konvergerar om och endast
om 2r > 1. Observera att

1
2 r 1
fim S gim —_ — 120,
k—soo 5% k—roo (1—|—k—2)’

Detta ger oss enligt en jimforelse sats att ) ;" m konvergerar om och endast om

Yo # konvergerar, vilket hinder om och endast om r > 1/2.
O

Integralen &dr konvergent om och endast om p < 1 och p+¢q > 3.
Serien ér konvergent om och endast om r > 1/2.
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DEL II — AVANCERADE PROBLEM

6. (a) Lat f: R — R vara en funktion. Ange definitionen av att f(x) konvergerar mot L da
X gar mot a. (1p)

1
. 3
T Gp

1
(b) Visa med hjilp av definitionen att lirr% flx) = z om flx)=
x—
Losningsforslag.
(a) For varje € > 0 finns ett 0 > 0 sd att |f(x) — L| < € for allaxmed 0 < |x —a| < §.
(b) Vi har att
11 4-x 2+x
— == = (2—x).
1+x2 5 5(1+x%) 5(1+x2)
For x € [1,3] har vi att

24+x 5 1
< =
51+2)|=5-(1+1) 2

Alltsa kan vi vilja § = min{2¢, 1} vilket ger

1 1
03| < 321 <e

for alla x med |x—2| < d.
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7. (a) Formulera Analysens huvudsats (inte Insdttningsformeln) och bevisa den med hjélp

av medelvirdessatsen for integraler och definitionen av derivata. 2p
(b) Lat
1 t=0
t) = n(t

f() sml( ) <o
och definiera funktionen Si(x) = [ f(7)dr. Beridkna alla lokala maxpunkter till Si(x)
for x € [0, 00). 2p)

Losningsforslag.

(a) Huvudsatsen séger att om f #r en kontinuerlig funktion pa intervallet [a, b] sa &r funk-

tionen F' som ges av
X
Flx) = / F(0)d
a

en primitiv funktion till f i intervallet [a, b].
Vi behover visa att F'(x) = f(x) for alla x i intervallet [a,b]. Enligt definitionen av
derivata har vi

. Fx+h)—F(kx) . 1 [xth
F'(x)=1 = lim — t)dt
(x) hg% h h% h Jx @)
Enligt medelvirdessatsen finns for varje A med x+ A i intervallet [a, b] ett tal §, mellan

x och x+ h sa att

[ o=@

Vi har att limy,_,o §; = x och eftersom f &r kontinuerlig kommer limy,_,o f(&,) = f(x),
vilket visar att F(x) ér deriverbar med derivata F'(x) = f(x) for alla x i intervallet
[a,D].

(b) Eftersom f &r kontinuerlig i intervallet [0, o] kommer Si enligt analysens huvudsats

Svar.

vara deriverbar med derivata f och ddirmed maste alla lokala maxima for Si vara i sta-
tiondra punkter, dvs i nollstéllen for f. Dessa ér alla positiva multipler av 7 eftersom
f(0) =10 och sin(¢) = 0 om och endast om 7 = 7n for ett heltal n. For att se vilka
av de stationdra punkterna som dr maxima kan vi se pa derivatans tecken (d.v.s. f(x))
pa bada sidor av de stationdra punkterna. sin(x) gar fran positiva till negativa virden
vid t = tn om n dr udda och fran negativ till positiv ddr » &r jamnt. Darmed ar det ett
maximum nér z dr udda och ett minimum nér # dr jaimnt. Lokala maxima blir ddirmed
x=2n+1),forn>0.

OJ

(b) Lokala maxima for Si ges avx = (2n+ 1)x, forn > 0.
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8. Lat f : [1,00) — R vara en kontinuerlig funktion sadan att
1 1 I 1
;—;S (X)S;—F; forallaxe[l,oo),

och lat F : [1,00) — R definieras som

Flx) = /1 " f()t.

Berikna grinsvirdet
lim F(3x) — F(x)
X—>00

om det konvergerar for varje sadan funktion f eller visa att det dr divergent f6r nagot f.
(4 p)

Losningsforslag. Vikan skriva f(x) = 1/x+ g(x) ddr g 4r kontinuerlig och uppfyller |g(x)| <
1/x2, for x > 1.
Vi har att F (x) = In(x) + [} g(x) dx och

3x 3x
F(3x) — F(x) = In(3%) — In(x) + / g(x)dx = In(3) + / 2(x) dx

for x > 1. Pa grund av olikheten for g(x) har vi att

3x 1 2

dx| <2x-— =—

| stdx| <20 ==
och eftersom lim,_,.. 2/x = 0 fér vi att grinsvirdet existerar och &r lika med In(3) for alla
sadana funktioner f. O

Svar. lim, . F(3x) — F(x) = In(3) for alla sadana funktioner f.



