TENTAMEN I VEKTORANALYS
SI1146 Vektoranalys, HT2021

Fredagen den 22 oktober 2021, kl 14.00 — 19.00

Anteckna pa varje blad: Namn, utbildningslinje, arskurs och problemnummer.
Tillatna hjdlpmedel: Formelblad som delas ut (ingen rdknedosa).

Examinator: Edwin Langmann (Epost: langmann@kth.se)

Bonuspoing: Poingen fran kontrollskrivning HT2021 adderas till tentauppgift 1, dock
max 6 podng totalt.

Losningar: Kommer att finnas pa kurshemsidan.

Poing: Varje uppgift kan ge 6 poéang.

Motivera utforligt! Otillrackliga motiveringar kan medféra podngavdrag.

Notation: (i) (x,y, z) ar kartesiska koordinater, och r = ze, +ye, + ze, ér ortsvektorn,
(ii) (p, ¢, 2) ar cylinderkoordinater sa att x = pcos(p), y = psin(p), (iii) (r,60,p) ar
sfariska koordinater sa att = = rsin(6) cos(p), y = rsin(f) sin(p), z = rcos(0).

1. (a) Ett vektorfilt ges i sfiriska koordinater: v = r?sin(f)ey. Beriikna div(v) och
rot(v)! (3p)
(b) Vektorfiltet A = 3r?cos()e, — r?sin(f)ey (i sfiriska koordinater) har en
skaldrpotential U. Beridkna potentialen U som uppfyller U = 0 nér r = 0. (3p)

2. Lat u vara ett deriverbart vektorfilt.

(a) Berdkna V- (r x u) om V x u =r (OBS att notationen forklaras i bérjan av
tentamen!). (2p)

(b) Visa att
Vx(Vxu)=cV(V-u)+cAu

med vissa konstanter ¢; och ¢y som du skall bestimma. (2p)

(c) Visa att
(u-V)u = c3V(u?) + cqu x (V x u)

med vissa konstanter ¢z och ¢4 som du skall bestdmma. (2p)

3. (a) For vilka varden av n uppfyller u = p" cos(2¢) (i cylinderkoordinater) Laplaces
ekvation Au = 0?7 (3p)

(b) Berékna flodet av vektorfiltet

3
A= (r+R—2)er
r

(i sfariska koordinater) ur cylindern 0 < >+ <R’ ~R<2<R;R>0iren
konstant. Ledning: V - A = 3 i omradet r > 0. (3p)
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4. Ett koordinatsystem (u,v,w) definieras genom

1
r=u, Y=ouw, z:§(02—w2).

(a) Visa att koordinaterna (u,v,w) &r ortogonala, och beridkna skalfaktorerna
hay b, ha! (2D)
b) Transformera vektorfiltet A = ze, + 2ze, till koordinaterna (u, v, w). (2p)

c¢) Transformera Laplaces ekvation A® = 0 till koordinaterna (u,v,w). (2p)

OBS att man kan 16sa (b) innan (a)!)

a) Lat V vara en delvolym av R?, S randytan till V', och u ett vektorfilt som &r
virvelfritt och har kélltatheten p: rot(u) = 0 och div(u) = p.

Visa att
|4 S

ﬂj = k1u25ij + k’zuiu]'

(
(
(
(

déar

med vissa konstanter k; och ks som du skall bestdmma; u; = e; - u med e; enhets-
vektorerna i ett kartesisk koordinatsystem K (i,7 = 1,2,3). (4p)

(b) Anta att komponenterna av tensorn 7;; i en viss punkt och i ett givet kartesisk
koordinatsystem K &r

T11 :C, T22:2C, T33:30, ,-Tij :OOII'IZ#.],

dir C &r en konstant (i,j = 1,2, 3). Berékna komponenten 775 (dvs., T}, for i = 1,
j = 3 och i samma punkt) i kartesiska koordinatsystemet K’ som &r roterad med
vinkeln o moturs omkring den gemensamma es-axeln. (2p)

6. Du skall berékna stationéra temperaturférdelningen 7" = 7'(r) inom ett klot
0 < 2? +y? + 22 < R? enligt foljande beskrivning (R > 0 #r en konstant).

(i) Vérmen inom klotet diffunderar enligt Fouriers lag, dvs., det finns en virmestrém
j som, i varje punkt r inom klotet, dr parallel med rikningen i vilken temperaturen
minskar snabbast och som har ett belopp proportionell mot temperaturiandringen
i denna rikning. (ii) Klotet bestar av radioaktiv material som véarmer upp klot-
tet med en konstant virmekélltithet jamnd fordelad 6ver klotet, dvs., flodet av
varmestrommen j ut ur en godtycklig volym V' inom klotet &r lika med k|V|, dar
|V| = [, dV och k &r poportionalititskonstanten. (iii) Temperaturen &r konstant
och lika med T > 0 vid klotets rand 22 + 3% + 22 = R%

Oversitt beskrivningen ovan i matematiska ekvationer, dvs., hiirled en matematisk
modell fér temperaturen 7' = T'(r). Anvéind ett symmetriargument som férenklar
modellen till en ordinarie differentialekvation med randvillkor. Los modellen! Led-
ning: OBS att temperaturen i klotets centrum ar andlig. (6p)

LYCKA TILL!



Losningsforeslag tentamen SI11147, 22 oktober 2021

NOTE: I typed this in quickly and did not check: this will probably be corrected!!!!

1. (a) u, = uy, =0 och ug = r*sin(f) ger

1

1

. . . 3 _ dey - _ 2
div(u) = ) (1 sin O i sin(0)) = sin(G)T 2sin(0) cos(0) = | 2r° cos(0) |.
r4 sin2(9)
och
e, regy rsin(f)e,
1 ar a@ a‘P
W) =[5 n@) | 0 rorPsin@) 0
—_——
rsin(0)
1
= rsin(f)e, 9,(r*sin(0)) =|4r*sin(f)e, |

r2sin(0) —
N ~~ “ 473 sin()

1
€

(b) Ansatsen

. ! 1 —1
A = 3r? cos(f)e, — r*sin(0)ey = VU = €,0,U + eg;an Teer sin(#) %U

(notationen = betyder att jag kriver att det skall vara lika) ger
0,U = 3r° cos(f) = U = r3cos(0) + £(0, p)

med en ”integrationskonstant” f som kan beror pa 6 och ¢ (men inte pa ),

%%U = —r?sin(0) + %(%f SR sin(9) = 9pf = 0= U = r*cos(d) + g(p),

1 1 !
— = —77=0 =0 0) =

rsin(f) ¥ 7 sin(0) #9(%) = 90)=c
med en godtycklig konstant c¢. Detta ger U = 73 cos() +c. U = 0 for r = 0 ger
c=0. Svar: |U = r’cos(0) |
- (a)

V- (I' X 11) = @(eijkxjuk) = Eijk(éijuk + x]@uk) = €k U — Tj GjikajUk = .
N~~~ ——

0 [VXU}J':(E]'

(b) (Viktig standardproblem som gjordes under kursens gang — jag ger déarfor
bara svaret)

Vx(Vxu)=V(V-u)—Vu=V(V-u) - Au,
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dvs.,
()

(u-V)ul; = u;0ju; = [csV(u?) +cyu x (V xu)); = [c30; (w;;) + C4€1 U €Rim Oyt ]

61:—6221‘.

= 2c3u,;0;u; + C4(5u5jm - 5z‘m5jl)“jalum

= QCguj&-uj + c4(uj8iuj — u]@jui) = (263 + c4)uj8iuj — c4uj(9jul-

ger 1 = —c¢y och 0 = 2¢3 + ¢4, dvs., |c3 = 1/2], [cy = —1]|.

- (a)

1 1
Au = 02u + ;8pu + F@iu

=n(n—1)p" 2 cos(2p) + np" 2 cos(2¢) — p" 4 cos(2p) = (n* — 4)p" 2 cos(y),

dvs., Au =0 om .

(b) Vi kan inte anvandar Gauss sats direkt for omradet V' déarfor att vektorfaltet
A &r singulért i origon r = 0.

Men vi kan anvénda Gauss sats for omradet V' \ V. (dvs., cylindern utan V;) dér
V. ar klotet 0 < r < e som omslutas av sfarytan S, : r = € pa foljande sétt:

A-dS:hm( A .dS — A -dS +
v =0 \ Jav AV,

A - dS)
V.

déar OV ar randytan till V' med orienteringen utat, och 0V, ar randytan till V, med
orienteringen utat.

Vi observerar att

AdS—¢ A-dS = 7{ A-dS = V-AdV = 3/ av =3(V|— Vi),
ov V. A(V\V2) V\Ve V\V.

dir |[V| = R*72R = 27R? &r volymen av cylindern och |V.| = 4me®/3 klotets
volymen.

Flodet ur V.:

2T T
A - dS = / / (r + R*/r?)e, - r* sin Odfdype,
OVe 0 0 —

dS re

27 s
= (e+ R3/€2)€2/ / sin fdfdy = 4 (e + R?).
Jo Jo

A7

Detta ger
lim A - dS =47 R?
och

A - dS =3|V|+4rR? = 67 R® + 47 R* = 107 R? |.

oV




4. (a) Vi skriver

T u
r=1|y | = vw
z (v? —w?)/2

2

kort for r = ze, + ye, + ze, = ue, = vwe, + 3(v> — w?)e,. Detta ger

N o TR B B (i 1
ou 0 Toov vl ow v ' (1)
v —w

Bevis att koordinatsystemet ar ortogonalt:

or or or Or or Or —0
u Bv 0 du ow O v ow LT UWTE Ve
v.s.v. betyder “"vad skulle visas”, dvs., det ar en markering att man har visad det
betyder "vad skulle visas”, dvs., d keri har visad d
man skulle). Berdkning av skalfakorerna:
or Or Jr Or

h2:—‘—:1, h2:—'—:w2+02, hQI—‘—:'UQ—'—U}Q.

Y Ou Ou Y Ov Ov
Svar: | h, = 1|, | hy + hy = VU2 + w2 |

(b) Vi behover enhetsvektorerna e, = t@ur oSV
é 1 0 1 0
e, = , €y = w |, e, =
0 Vor+w? \ V2 4 w? w
Detta ger
u
A =ze, +2ze, = 0
v — w?

och

v(v? — w?) A —w(v? — w?)

Ay=e, A=u, A, =e, A= . Ay =ey,- -
Vot w? NoER

Svar:

(v — )

V2 + w?

A =ue, + (ve, — wey) |

[Jag kollar min ridkning:

1 0 0
A=ul O +(112—w2) ! w —w;
o) T VEre \Vere | Y VeraE |\
1 U _w2) O u
0 + ACEICIN 0 = 0 . (OK.)]
0 (v? +w?) v? 4 w? v? — w?



1 hohy 0, ® PPy Oy ® Pl 0, ®
A= (c‘%( o) O ) (e ))
1
= (0u((v? + w?)0u®) + A0 + O P) = | O, + — — (020 + 92D) = 0.

. (a) rot(u) = V x u = 0 &r ekvivalent med d;u; = dju;; div(u) = V-u = p éar
ckvivalent med p = 0;u;.

Om vi kan visa att pu;, = 0;(7};) sa far vi resultatet med den allménna Gauss’

satsen:
\%4 \%4 S

Vi kan alltsa visa resultatet med foljande rdkning:

pui = (Oju;)u; = Oj(uju;) — uj Oju; = 0 (ugu;) — w0y
~~ ~~ ~——
Uit =0iu; =30;(uju;)=30;(u?)
1 2
= 8j —552‘]'11 + Uiu]'
. 1
Detta visar resultatet med | k; = —3 ko = 1]

(b) Transformationsmatrisen for en rotation med vinkeln o omkring den gemen-
samma es-axeln ar

cos(a) 0 —sin(a)
(Lij)? (e e)); 0 1 0

ij=1 " ij=1 "
sin(a) 0 cos(a)

Detta ger

T1/3 = L1 L3jTij = Ly1 L3 Thy + LiaL3oToy + LisLssT3s3

= cos(a) sin(a)C + 0 + (—sin(«a)) cos(a)3C =| —2sin(a) cos(a)C' |.

Anmdrking: Det ar alltid lite klurig med foretecknet av sin(a) — om det blir fel i
tentamen &r det inte hela vérlden.

Men det ar bra att veta hur man kan hérleda foretecknet for en rotation omkring
ej-axeln, j =1,2,3.

. (1) j = —AVT med en materialkonstant A,

(ii) Gauss sats ger: ¢oj-dS = [, V-jdV = [, kdV, dvs., V-j =k,

(iii) T'|,=g = To.

Detta ger differentialekvationen V - j = —AAT = k.

6



Matematiska modellen for 7' = T'(r):

AT =

> &

(lI“ < R)v T‘|r\=R = Tp.

Systemet &r rotationsinvariant = 7' = T'(r). Detta ger

1
—(AT)(r) = 50,0, (r)) = —§ = 0,(r°0,T(r)) = —%ﬁ =
k k c k c
2 _ 3 _ “1 _ 2
r20,T(r) = o +c1 = 0.T(r) o + i T(r) o T + ¢

med integrationskonstanter c; och cs.

Villkoret |T'(0)] < oo kan bara vara uppfylld om ¢; = 0. Kravet T(R) = Tp ger
Co = T0<l€/6>\)R2

Svar:
k
T(r) =Ty + —(R* —r?)|.
(r) =To + oy (R =17)
[Kontroll:
j=-AVT = —-Xe 0, T = greT
ger
4 3
f j-dszf Erer-erS:RE/ ds — kA :k/ dv. (OK!)
Ir|=R rj=R 3 3 Jirj=r 3 v <R
———

4m R?

i= Tr o div) = Edivie) = k. (OKY)
3 3 ——
3

T(R) = Tp. (OK!)]



