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Obligatorisk hederkodex: Skriv foljande text pa ett tomt papper:

Jag forsikrar att jag har tagit del av och kommer att félja de regler som gdller for ten-
tamen @ kursen Teoretisk fysik. Jag kommer inte att anvinda nagra otillitna hjdlpmedel
och jag kommer att l0sa uppgifterna sjalvstandigt utan hjalp fran nagon annan.

Skriv under med datum, namnteckning och namnfortydligande. Pappret med din under-
skrivna hederskodex ska scannas och lamnas in elektroniskt i samma fil som dina l6sningar
for denna tentamen. Tentor som ldmnas in utan underskriven hederskodex kommer att
anses ogiltiga och kommer inte att riattas.

1. Tillstandet hos en partikel pa en sfar med radie r ges av
U =C(Y] + 2+ 3] )

dar klotfunktionerna Y, dr ON egenfunktioner till rorelseméngdsmomentoperatorerna.
(a) Normera tillstandet genom att bestdmma virdet pa normeringskonstanten C'.

(b) Vilka véirden kan fas vid en métning av L, och med vilka sannolikheter fas dessa
véarden?

(c) Bestdm véntevirdet och osékerheten hos L.

2. Ett elektronspinn i ett konstant magnetfilt i x-riktningen har Hamiltonoperatorn H =
woSy dir wy = eB/m. Spinntillstandet vid tiden ¢ = 0 &r spinn upp i z-riktningen, x.
Bestam energiegentillstanden, spinntillstandet x(¢) och véntevérdet (S,) vid tiden t.

3. Tva identiska partiklar &r bundna i en gemensam endimensionell harmonisk oscillator-
potential V° = Imw?a?.

(a) Ange tvapartikelgrundtillstandet och grundtillstandsenergin om partiklarna har spinn
0.

(b) Ange tvapartikelgrundtillstandet (inklusive spinn) och grundtillstandsenergin om par-
tiklarna har spinn s = 1/2.

(c) Anvénd stegoperatorer for att berikna forsta ordningens korrektion till grundtill-
standsenergin i (a) och (b) om partiklarna vixelverkar med varandra med potentialen
V(x1,x9) = a(x; — x2)? som behandlas som en storning, dir z1, x5 dr partiklarnas posi-
tioner, och a > 0 &r en konstant.



4. En partikel i en endimensionell harmonisk oscillatorpotential har energiegenviarden
E,=(n+1/2)hw,n=0,1,2,.... Berdkna det termiska medelvérdet av energin

_ Zn E, exp(—BE,)
> 0 eXp(—BE,)

dar 8 = 1/(kgT) &ar inversa temperaturen, och bestdm villkor for att systemet ska vara i
grundtillstandet. Folj dessa steg:

(a) Berdkna summan Z =) exp(—fE,).

(b) Anvénd resultatet i (a) for att berdkna ) E, exp(—fE,) och sedan (£). Ledning:
deriveral

(c) Sannolikheten att hitta systemet i grundtillstandet minskar med temperaturen. Be-
stdm ett uttryck for temperaturen som ger 90% sannolikhet att hitta systemet i grund-
tillstandet.

(E)

5. Hamiltonoperatorn for en spinnlds partikel med laddning ¢ och massa m i ett likformigt
magnetfilt riktat i z-riktningen ges av

H=—"(p—qgA)?
2m(p qA)

dir B = V x A = (0,0,B) fas tex med A = (0, Bz,0). Studera en partikel i tva
dimensioner (xy-planet) med ansatsen

U(z,y) = Yy (x)e*s?

Bestdam energiegenvardena. Ledning: Borja med ett enklare problem genom att férst anta
att k, = 0, och 16s sedan problemet foér k, # 0.

LYCKA TILL!

Spinn 1/2 egentillstand

- _ 1 (1 y 1 (1 :_ (1 (0
Xi_\/§ +1 y X+ = 2 +7 y X+ = 0 y X= = 1



Losning till tentamen i Teoretisk fysik 200525

1. Tillstandet hos en partikel pa en sfar med radie r ges av

U =C(Y] + 2+ 3]
dar klotfunktionerna Y, dr ON egenfunktioner till rérelsemangdsmomentoperatorerna.
(a) Normera tillstandet genom att bestamma vérdet pa normeringskonstanten C.

(b) Vilka véirden kan fas vid en métning av L, och med vilka sannolikheter fas dessa
virden?

(c) Bestdm véntevirdet och osékerheten hos L.
(a) Mha ortonormaliteten (Y;™|Y;™) = &0y fas
(W|w) =[OV + 207 + 3Y,7 1Y) + 20y +3Y7H)

= |CP(YY] = 20(Y7] + 3 (YY) +20)Y7) + 3[Y71)) = MO =1
Vilj C=1//14.

(b) Mojliga métvirden och sannolikheter:

1
m=1:L,=h, P(mzl):|<Y11|kIf>\2:ﬁ%0.O7

4
m=0:L,=0, P(sz)z|<Y10|\IJ)|2:ﬁ%O.29

9
m=—1:L,=—h, Plm=—-1)=[(Y; ') = 17 064
kontroll: 0.0740.29+0.64=1.00

(c) Véntevarde—=summan av sannolikheter x métvirden:

4
) ——-h = —-0.57h

1
[\ = § P h=—h — " h=
(L.) (m)m 11 +0 11 .

1
(L2 = Zp(m)(mh)2 = ﬁhQ +0+ %;—LZ _ §h2

7

AL, = \/(L2) — (L.)* = \/5/7 — 16/49h = @h = 0.62h



2. Ett elektronspinn i ett konstant magnetfalt i x-riktningen har Hamiltonoperatorn H =
woSy dir wy = eB/m. Spinntillstandet vid tiden ¢ = 0 &r spinn upp i z-riktningen, x7.
Bestédm energiegentillstanden, spinntillstandet x(t) och vintevirdet (S,) vid tiden ¢.

Energiegenvirden och energiegentillstand (stationéra tillstand) &r

I . 1 1
Ei_iT’“‘ﬁ(ﬂ)

Uttryck tillstandet vid tiden t = 0 i stationara tillstand:

. 1 i b
X(t:0)2X+:<O):+T

Tillstandet vid tiden t fas mha det kidnda tidsberoendet hos de stationara tillstanden:

1 xr —1 r —i 1 e_iw()t/2 +e+int/2
xlf) = E(XJFG ot X-¢ Eit/h) — 9 ( e—iwot/2 _ otiwot/2

B 1 e—iwot/? + e+iW0t/2 - COS th/Q
T\ emwot/2 _ etiwot/2 ] T\ jsinwyt /2
Vantevardet blir

(S.) = (x(1)]S:|x()) = (Coswot/2,isinw0t/2)g ( (1) _01 ) < cos wot /2 )

—isinwgt /2

= cos® wpt/2 — sin® wyt /2 = cos wyt



3. Tva identiska partiklar d&r bundna i en gemensam endimensionell harmonisk oscillator-
potential V0 = Imw?z?.

(a) Ange tvapartikelgrundtillstandet och grundtillstandsenergin om partiklarna har spinn
0.

(b) Ange tvapartikelgrundtillstandet (inklusive spinn) och grundtillstandsenergin om par-
tiklarna har spinn s = 1/2.

(c) Anvénd stegoperatorer for att berikna forsta ordningens korrektion till grundtill-
standsenergin i (a) och (b) om partiklarna vixelverkar med varandra med potentialen
V(x1,79) = a(x; — x2)? som behandlas som en stérning, dir z1, z, dr partiklarnas posi-
tioner, och a > 0 ar en konstant.

(a) Partiklarna ar bosoner eftersom s = 0 och har dérfér symmetriskt grundtillstand
under utbyte. Ostort grundtillstand dr Wo(xy, x2) = o(x1)1o(z2) dér ¢ &r enpartikel-
grundtillstandet. Vektorform:

[Wo) = 10,0)

Grundtillstandsenergin ar

1

(b) Partiklarna af fermioner eftersom s = 1/2 och har antisymmetriskt tillstand under
utbyte. Grundtillstandet ar

|\IJO> = |07 0>Xsinglett

som ar antisymmetriskt eftersom spinndelen &r antisymmetrisk under utbyte. Grundtill-
standsenergin blir darfor samma som i (a):

E():FL(.U

(c) Forsta ordningens korrektion till grundtillstandsenergin i (a) blir

Ey = (Ug|V[¥g) = (0,0]a(z; — 22)%]0,0)

Forsta ordningens korrektion till grundtillstandsenergin i (b) blir

Eé = <\118|V|‘118> = <070’CL($1 - 1’2)2‘0, 0> <Xsinglett|Xsinglett>

" J/
-

=1

dvs samma som for (a). Berdkna korrektionen:

Ey = a({0]21]0) + (0]27]0) — 2 (0]21]0) (0]2]0)) = 2a({0]=*|0)
—— ——

=0 =0
Berikna viantevardet mha stegoperatorer:
(0/22]0) = =" (0](a" + a)?/0) = ——(0](a')? + @ + ala + adl, 0) = ——
2mw 2mw \T/"l 2mw
=ala+
mha (0|(a)?]0) = 0, (0|a?|0) = 0, (0]a’a|0) = 0, (0|0) = 1. Detta ger
ah

1 _
Ey, =
mw



4. En partikel i en endimensionell harmonisk oscillatorpotential har energiegenviarden
E,=(n+1/2)hw,n=0,1,2,.... Berdkna det termiska medelvérdet av energin

_ Zn E, exp(—BE,)
> 0 eXp(—BE,)

dar 8 = 1/(kgT) &ar inversa temperaturen, och bestdm villkor for att systemet ska vara i
grundtillstandet. Folj dessa steg:

(E)

(a) Berdkna summan Z = ) exp(—SE,).

(b) Anvénd resultatet i (a) for att berdkna ) E, exp(—B8E,) och sedan (E). Ledning:
deriveral

(c) Sannolikheten att hitta systemet i grundtillstindet minskar med temperaturen. Be-
stam ett uttryck for temperaturen som ger 90% sannolikhet att hitta systemet i grund-
tillstandet.

(a) Berdkna Z som &r en geometrisk serie mha y > 2" =1/(1 — z):

i Bln+1/2)h o /2§: Bnh e s
Z — e~ n-+ W e~ w e~ nhw __

—— _ p—Phw
n=0 n=0 (e=Bhw)n 1 €

o~ Bhw/2

_ 0 _ 3}
;Ene ABn — —%;6 BEn — —%1_6—_%

b efﬁhw/Q _ N FL_CU ef,Bhw/Q B efﬁhw/2 ( ef,Bhw N 1) .

(1 — eph)2© 2 1_ePhw 1 eBhw\]_ B ' 3
(s e )
Detta ger o
(E) = 2on E;e " - (eﬁm}_ -+ %) hw = ((n) + 1/2)hw

dér (n) = 1/(exp(Shw) — 1) ar Bose-Einsteinférdelningen med p = 0.
(c)

e_ﬁEO

P(n=0)=— =1—e =009
e P = 0.1
Bhw = In 10

hew
T:
k;Blnl()




5. Hamiltonoperatorn for en spinnlds partikel med laddning ¢ och massa m i ett likformigt
magnetfilt riktat i z-riktningen ges av

H=—(p—qgA)?
2m(p qA)

dir B = V x A = (0,0,B) fas tex med A = (0, Bz,0). Studera en partikel i tva

dimensioner (xy-planet) med ansatsen

U(z,y) = vy (x)e*s?

Bestdm energiegenvardena. Ledning: Borja med ett enklare problem genom att férst anta
att k, = 0, och 16s sedan problemet for k, # 0.

Losning med £, = 0:
Med k, =0 ér ¥(z,y) = ¢, (x). Da blir

) 1 X R
HY = %(p2 + @A —gp- A — gA - D). ()

Med A = (0, Bz,0) blir korstermerna noll: p - AV = A - p¥ = %%wax(x) = 0.
Losningen forenklas ytterligare av att p*W = p2W eftersom p; ¥ = 0. Detta ger

~ 1
HY = —(p2 + (Bg)*2*)¥ = EV
Detta ér en endimensionell harmonisk oscillator med 5= (Bg)* = $mw? dir w = |Bg|/m

ar cyklotronfrekvensen. Energiegenvardena blir darfor

h|Bq|

E,=n+1/2hw=(n+1/2)——=  n=0,1,2,...

Loésning med k, # 0:
Nu till det fulla problemet med ¥ = 1), (z)e?*»¥. Korstermerna ger nu

h_ 0 ’
p-AV+ A -pV¥ = 2—,B:Ua—wx(:1:)elkyy = 2p,BxV¥
t Y

dér p, = hk,. SE blir med pz\lf Py 2.

~ 1 1
HY = —(p2 + p’ + ¢*B*2* — 2p,Bqz)V = — |p) U — BV

2m 2m

Detta &r en endimensionell harmonisk oscillator kring x = p,/Bg med samma energi-
egenvarden som ovan:

h|Bq|

E,=n+1/2)"=4 n=0,1,2,..

Detta problem l6stes 1937 av Lev Landau och egentillstanden kallas Landaunivaer.



