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Obligatorisk hederkodex: Skriv följande text på ett tomt papper:
Jag försäkrar att jag har tagit del av och kommer att följa de regler som gäller för ten-
tamen i kursen Teoretisk fysik. Jag kommer inte att använda några otillåtna hjälpmedel
och jag kommer att lösa uppgifterna självständigt utan hjälp från någon annan.
Skriv under med datum, namnteckning och namnförtydligande. Pappret med din under-
skrivna hederskodex ska scannas och lämnas in elektroniskt i samma fil som dina lösningar
för denna tentamen. Tentor som lämnas in utan underskriven hederskodex kommer att
anses ogiltiga och kommer inte att rättas.

1. Tillståndet hos en partikel på en sfär med radie r ges av

Ψ = C(Y 1
1 + 2iY 0

1 + 3Y −11 )

där klotfunktionerna Y m
l är ON egenfunktioner till rörelsemängdsmomentoperatorerna.

(a) Normera tillståndet genom att bestämma värdet på normeringskonstanten C.
(b) Vilka värden kan fås vid en mätning av Lz och med vilka sannolikheter fås dessa
värden?
(c) Bestäm väntevärdet och osäkerheten hos Lz.

2. Ett elektronspinn i ett konstant magnetfält i x-riktningen har Hamiltonoperatorn H =
ω0Sx där ω0 = eB/m. Spinntillståndet vid tiden t = 0 är spinn upp i z-riktningen, χz+.
Bestäm energiegentillstånden, spinntillståndet χ(t) och väntevärdet 〈Sz〉 vid tiden t.

3. Två identiska partiklar är bundna i en gemensam endimensionell harmonisk oscillator-
potential V 0 = 1

2
mω2x2.

(a) Ange tvåpartikelgrundtillståndet och grundtillståndsenergin om partiklarna har spinn
0.
(b) Ange tvåpartikelgrundtillståndet (inklusive spinn) och grundtillståndsenergin om par-
tiklarna har spinn s = 1/2.
(c) Använd stegoperatorer för att beräkna första ordningens korrektion till grundtill-
ståndsenergin i (a) och (b) om partiklarna växelverkar med varandra med potentialen
V (x1, x2) = a(x1 − x2)2 som behandlas som en störning, där x1, x2 är partiklarnas posi-
tioner, och a > 0 är en konstant.



4. En partikel i en endimensionell harmonisk oscillatorpotential har energiegenvärden
En = (n+ 1/2)~ω, n = 0, 1, 2, .... Beräkna det termiska medelvärdet av energin

〈E〉 =

∑
nEn exp(−βEn)∑
n exp(−βEn)

där β = 1/(kBT ) är inversa temperaturen, och bestäm villkor för att systemet ska vara i
grundtillståndet. Följ dessa steg:
(a) Beräkna summan Z =

∑
n exp(−βEn).

(b) Använd resultatet i (a) för att beräkna
∑

nEn exp(−βEn) och sedan 〈E〉. Ledning:
derivera!
(c) Sannolikheten att hitta systemet i grundtillståndet minskar med temperaturen. Be-
stäm ett uttryck för temperaturen som ger 90% sannolikhet att hitta systemet i grund-
tillståndet.

5. Hamiltonoperatorn för en spinnlös partikel med laddning q och massam i ett likformigt
magnetfält riktat i z-riktningen ges av

Ĥ =
1

2m
(p̂− qA)2

där B = ∇ × A = (0, 0, B) fås tex med A = (0, Bx, 0). Studera en partikel i två
dimensioner (xy-planet) med ansatsen

Ψ(x, y) = ψx(x)eikyy

Bestäm energiegenvärdena. Ledning: Börja med ett enklare problem genom att först anta
att ky = 0, och lös sedan problemet för ky 6= 0.

LYCKA TILL!

Spinn 1/2 egentillstånd

χx± =
1√
2

(
1
±1

)
, χy± =

1√
2

(
1
±i

)
, χz+ =

(
1
0

)
, χz− =

(
0
1

)



Lösning till tentamen i Teoretisk fysik 200525

1. Tillståndet hos en partikel på en sfär med radie r ges av

Ψ = C(Y 1
1 + 2iY 0

1 + 3Y −11 )

där klotfunktionerna Y m
l är ON egenfunktioner till rörelsemängdsmomentoperatorerna.

(a) Normera tillståndet genom att bestämma värdet på normeringskonstanten C.

(b) Vilka värden kan fås vid en mätning av Lz och med vilka sannolikheter fås dessa
värden?

(c) Bestäm väntevärdet och osäkerheten hos Lz.

(a) Mha ortonormaliteten 〈Y m
l |Y m′

l′ 〉 = δl,l′δm,m′ fås

〈Ψ|Ψ〉 = |C|2〈Y 1
1 + 2iY 0

1 + 3Y −11 |Y 1
1 + 2iY 0

1 + 3Y −11 〉

= |C|2(〈Y 1
1 | − 2i〈Y 0

1 |+ 3〈Y −11 |)(|Y 1
1 〉+ 2i|Y 0

1 〉+ 3[Y −11 〉) = 14|C|2 = 1

Välj C=1/
√

14.

(b) Möjliga mätvärden och sannolikheter:

m = 1 : Lz = ~ , P (m = 1) = |〈Y 1
1 |Ψ〉|2 =

1

14
≈ 0.07

m = 0 : Lz = 0 , P (m = 0) = |〈Y 0
1 |Ψ〉|2 =

4

14
≈ 0.29

m = −1 : Lz = −~ , P (m = −1) = |〈Y −11 |Ψ〉|2 =
9

14
≈ 0.64

kontroll: 0.07+0.29+0.64=1.00

(c) Väntevärde=summan av sannolikheter × mätvärden:

〈Lz〉 =
∑
m

P (m)m~ =
1

14
~ + 0− 9

14
~ = −4

7
~ = −0.57~

〈L2
z〉 =

∑
m

P (m)(m~)2 =
1

14
~2 + 0 +

9

14
~2 =

5

7
~2

∆Lz =

√
〈L2

z〉 − 〈Lz〉
2 =

√
5/7− 16/49~ =

√
19

7
~ = 0.62~



2. Ett elektronspinn i ett konstant magnetfält i x-riktningen har Hamiltonoperatorn H =
ω0Sx där ω0 = eB/m. Spinntillståndet vid tiden t = 0 är spinn upp i z-riktningen, χz+.
Bestäm energiegentillstånden, spinntillståndet χ(t) och väntevärdet 〈Sz〉 vid tiden t.

Energiegenvärden och energiegentillstånd (stationära tillstånd) är

E± = ±~ω0

2
, χx± =

1√
2

(
1
±1

)
Uttryck tillståndet vid tiden t = 0 i stationära tillstånd:

χ(t = 0) = χz+ =

(
1
0

)
=
χx+ + χx−√

2

Tillståndet vid tiden t fås mha det kända tidsberoendet hos de stationära tillstånden:

χ(t) =
1√
2

(χx+e
−iE+t/~ + χx−e

−iE−t/~) =
1

2

(
e−iω0t/2 + e+iω0t/2

e−iω0t/2 − e+iω0t/2

)

=
1

2

(
e−iω0t/2 + e+iω0t/2

e−iω0t/2 − e+iω0t/2

)
=

(
cosω0t/2
−i sinω0t/2

)
Väntevärdet blir

〈Sz〉 = 〈χ(t)|Sz|χ(t)〉 = (cosω0t/2, i sinω0t/2)
~
2

(
1 0
0 −1

)(
cosω0t/2
−i sinω0t/2

)
= cos2 ω0t/2− sin2 ω0t/2 = cosω0t



3. Två identiska partiklar är bundna i en gemensam endimensionell harmonisk oscillator-
potential V 0 = 1

2
mω2x2.

(a) Ange tvåpartikelgrundtillståndet och grundtillståndsenergin om partiklarna har spinn
0.

(b) Ange tvåpartikelgrundtillståndet (inklusive spinn) och grundtillståndsenergin om par-
tiklarna har spinn s = 1/2.

(c) Använd stegoperatorer för att beräkna första ordningens korrektion till grundtill-
ståndsenergin i (a) och (b) om partiklarna växelverkar med varandra med potentialen
V (x1, x2) = a(x1 − x2)2 som behandlas som en störning, där x1, x2 är partiklarnas posi-
tioner, och a > 0 är en konstant.

(a) Partiklarna är bosoner eftersom s = 0 och har därför symmetriskt grundtillstånd
under utbyte. Ostört grundtillstånd är Ψ0(x1, x2) = ψ0(x1)ψ0(x2) där ψ0 är enpartikel-
grundtillståndet. Vektorform:

|Ψ0〉 = |0, 0〉
Grundtillståndsenergin är

E0 = 2
1

2
~ω = ~ω

(b) Partiklarna äf fermioner eftersom s = 1/2 och har antisymmetriskt tillstånd under
utbyte. Grundtillståndet är

|Ψ0〉 = |0, 0〉χsinglett

som är antisymmetriskt eftersom spinndelen är antisymmetrisk under utbyte. Grundtill-
ståndsenergin blir därför samma som i (a):

E0 = ~ω

(c) Första ordningens korrektion till grundtillståndsenergin i (a) blir

E1
0 = 〈Ψ0

0|V |Ψ0
0〉 = 〈0, 0|a(x1 − x2)2|0, 0〉

Första ordningens korrektion till grundtillståndsenergin i (b) blir

E1
0 = 〈Ψ0

0|V |Ψ0
0〉 = 〈0, 0|a(x1 − x2)2|0, 0〉 〈χsinglett|χsinglett〉︸ ︷︷ ︸

=1

dvs samma som för (a). Beräkna korrektionen:

E1
0 = a(〈0|x21|0〉+ 〈0|x21|0〉 − 2 〈0|x1|0〉︸ ︷︷ ︸

=0

〈0|x2|0〉︸ ︷︷ ︸
=0

) = 2a〈0|x2|0〉

Beräkna väntevärdet mha stegoperatorer:

〈0|x2|0〉 =
~

2mω
〈0|(a† + a)2|0〉 =

~
2mω

〈0|(a†)2 + a2 + a†a+ aa†︸︷︷︸
=a†a+1

|0〉 =
~

2mω

mha 〈0|(a†)2|0〉 = 0, 〈0|a2|0〉 = 0, 〈0|a†a|0〉 = 0, 〈0|0〉 = 1. Detta ger

E1
0 =

a~
mω



4. En partikel i en endimensionell harmonisk oscillatorpotential har energiegenvärden
En = (n+ 1/2)~ω, n = 0, 1, 2, .... Beräkna det termiska medelvärdet av energin

〈E〉 =

∑
nEn exp(−βEn)∑
n exp(−βEn)

där β = 1/(kBT ) är inversa temperaturen, och bestäm villkor för att systemet ska vara i
grundtillståndet. Följ dessa steg:

(a) Beräkna summan Z =
∑

n exp(−βEn).

(b) Använd resultatet i (a) för att beräkna
∑

nEn exp(−βEn) och sedan 〈E〉. Ledning:
derivera!

(c) Sannolikheten att hitta systemet i grundtillståndet minskar med temperaturen. Be-
stäm ett uttryck för temperaturen som ger 90% sannolikhet att hitta systemet i grund-
tillståndet.

(a) Beräkna Z som är en geometrisk serie mha
∑∞

n=0 x
n = 1/(1− x):

Z =
∞∑
n=0

e−β(n+1/2)~ω = e−β~ω/2
∞∑
n=0

e−βn~ω︸ ︷︷ ︸
(e−β~ω)n

=
e−β~ω/2

1− e−β~ω

(b) ∑
n

Ene
−βEn = − ∂

∂β

∑
n

e−βEn = − ∂

∂β

e−β~ω/2

1− e−β~ω

= ~ω
e−β~ω/2

(1− e−β~ω)2
e−β~ω +

~ω
2

e−β~ω/2

1− e−β~ω
=

e−β~ω/2

1− e−β~ω

(
e−β~ω

1− e−β~ω
+

1

2

)
~ω

= Z

(
1

eβ~ω − 1
+

1

2

)
~ω

Detta ger

〈E〉 =

∑
nEne

−βEn

Z
=

(
1

eβ~ω − 1
+

1

2

)
~ω = (〈n〉+ 1/2)~ω

där 〈n〉 = 1/(exp(β~ω)− 1) är Bose-Einsteinfördelningen med µ = 0.

(c)

P (n = 0) =
e−βE0

Z
= 1− e−β~ω = 0.9

e−β~ω = 0.1

β~ω = ln 10

T =
~ω

kB ln 10



5. Hamiltonoperatorn för en spinnlös partikel med laddning q och massam i ett likformigt
magnetfält riktat i z-riktningen ges av

Ĥ =
1

2m
(p̂− qA)2

där B = ∇ × A = (0, 0, B) fås tex med A = (0, Bx, 0). Studera en partikel i två
dimensioner (xy-planet) med ansatsen

Ψ(x, y) = ψx(x)eikyy

Bestäm energiegenvärdena. Ledning: Börja med ett enklare problem genom att först anta
att ky = 0, och lös sedan problemet för ky 6= 0.

Lösning med ky = 0:

Med ky = 0 är Ψ(x, y) = ψx(x). Då blir

ĤΨ =
1

2m
(p̂2 + q2A2 − qp̂ ·A− qA · p̂)ψx(x)

Med A = (0, Bx, 0) blir korstermerna noll: p̂ · AΨ = A · p̂Ψ = ~
i
∂
∂y
Bxψx(x) = 0.

Lösningen förenklas ytterligare av att p̂2Ψ = p̂2xΨ eftersom p̂2yΨ = 0. Detta ger

ĤΨ =
1

2m
(p̂2x + (Bq)2x2)Ψ = EΨ

Detta är en endimensionell harmonisk oscillator med 1
2m

(Bq)2 = 1
2
mω2 där ω = |Bq|/m

är cyklotronfrekvensen. Energiegenvärdena blir därför

En = (n+ 1/2)~ω = (n+ 1/2)
~|Bq|
m

, n = 0, 1, 2, ...

Lösning med ky 6= 0:

Nu till det fulla problemet med Ψ = ψx(x)eikyy. Korstermerna ger nu

p̂ ·AΨ + A · p̂Ψ = 2
~
i
Bx

∂

∂y
ψx(x)eikyy = 2pyBxΨ

där py = ~ky. SE blir med p̂2yΨ = p2yΨ:

ĤΨ =
1

2m
(p̂2x + p2y + q2B2x2 − 2pyBqx)Ψ =

1

2m

[
p2x + (Bq)2

(
x− py

Bq

)2
]

Ψ = EΨ

Detta är en endimensionell harmonisk oscillator kring x = py/Bq med samma energi-
egenvärden som ovan:

En = (n+ 1/2)
~|Bq|
m

, n = 0, 1, 2, ...

Detta problem löstes 1937 av Lev Landau och egentillstånden kallas Landaunivåer.


