TENTAMEN I VEKTORANALYS
SI1146 Vektoranalys, HT2023

Torsdagen den 19 oktober 2023, kl 14.00 — 19.00

Anteckna pa varje blad: Namn, utbildningslinje, arskurs och problemnummer.
Tillatna hjalpmedel: Formelblad som delas ut (ingen ridknedosa).

Examinator: Edwin Langmann (Epost: langmann@kth.se)

Bonuspoidngen fran HT2023 adderas till tentauppgift 1, dock max 6 podng totalt.
Losningar: Kommer att finnas pa kurshemsidan.

Poiéng: Varje uppgift kan ge 6 poéng.

Motivera utforligt! Otillrickliga motiveringar kan medféra podngavdrag.

Notation: (i) (z,y, ) &r kartesiska koordinater, och r = ze, +ye, + ze, ar ortsvektorn.
(ii) (p,p,2) éar cylinderkoordinater sa att x = pcos(p), y = psin(p). (i) (r,0,¢) ar
sfiriska koordinater sa att z = rsin(f) cos(y), y = rsin(f)sin(p), z = rcos(f). (iv)
A =V -V ar Laplace operatorn. (v) t ar tiden, och 0, = %.

1. (a) Berékna div B och rot B for vektorfiltet B = pe,. (2p)

(b) Har vektorfiltet B i (a) en vektorpotential A7 Om ja, sa berdkna en vektor-
potential sa att A, = A, =0 och A, = f(p). (2p)

(c) Ett koordinatsystem (u,v,w) i R3 #r ortogonalt och har skalfaktorerna
By = hy = VU2 + 02, hy = uwv (uv > 0).
Berikna A®, dir ® = (u? + v?)? dr ett skalirfilt i koordinaterna (u, v, w). (2p)
2. (a) Visa att
ux (Vxu)=cVu?) +cu-V)u

med vissa konstanter ¢; och ¢ som du skall berdkna. (3p)

(b) Visa att
/V@de:c/(I{q)dr (1)
S c

med en viss konstant ¢ som du skall bestimma; S &r en godtycklig yta med rand
C och normalriktningen n, dvs., ytintegrationselementet dr dS = ndS); skalarfaltet
® &r deriverbart. (3p)

3. Ett vektorfilt har potentialen ® = a?(z* + y? + 2?) — (2? + y? + 2%)? dir a > 0 &r
en konstant. Genom vilken sluten yta S ar flodet av vektorfiltet V& maximalt?
Berikna det maximala flodet? (6p)



4. Elektriska féltet E = E(r,t) och magnetiska filtet B = B(r,t) uppfyller Maxwell
ekvationerna

(i) V-E=p, (i) VB=0, (iii) VXE+ 0B =0, (iv) VxB——0,E = ~J
C C

c

dér ¢ &r ljusets hastighet i vakuum, p = p(r, t) dr laddningstiatheten och J = J(r, t)
elektriska stromtétheten.

(a) Visa att det finns ett skalarfialt & = ®(r, ) och ett vektorfilt A = A(r,t) sa
att Maxwell ekvationerna (ii) och (iii) &r uppfyllda om

B-VxA E—_19A-vo
C

® kallas skaldrpotential och A vektorpotential. (2p)
(b) Visa att ® och A i (a) uppfyller inhomogena vagekvationen om villkoret

1
E&:(I)—I—V-A:O

ar uppfyllt. Anmdrkning: Ett skalarfalt u = u(r, t) uppfyller inhomogena vagekvationen
om %0fu — Au =k med k = k(r,t). (4p)

5. Beriikna stationédra temperaturfordelningen 7' = T'(r) inom klotet 0 < r < R med
radie R déar det finns en konstant varmetéthet & i hela klotet och temperaturen vid
randen r = R ar konstant och lika med 7j. Temperaturen uppfyller differential-
ekvationen —AT = k/\ dér A dr en materialkonstant. Ledning: OBS att |T'| < oo
i hela klotet. (6p)

6. Hastighetsféltet u = u(r) hos en orkan uppfyller ekvationerna
(1) V-u=0, (1i)) Vxu=w (2)

dér L
W = —e’A\/WeZ
Va2 +y?
med konstanter £ > 0 och A > 0. (a) Ge fysikaliska tolkningar av ekvationerna (i)
och (ii) i (2). (b) Berdkna hastighetsfiltet u = u(r) sa att |u| < c0i (z,y) = (0,0).
(6p)

LYCKA TILL!



Losningsforeslag tentamen SI1146, 19 oktober 2023

NOTE: I typed this in quickly and did not check: this will probably be corrected!!!!

This is a suggested solution of an exam and not pedagogical material: I skip some
details and only write (---); if you don’t understand (- ), look at the course book for
explanations.

1. (a)
1 1] % P S|
divB=-0,(p) =0, rotB=-|0, 0, 0.|=—e,2p=2e,.
P P 0 2 0

p
Svar: |divB =0/, [rot B = 2e,|.

(b) Det finns en vektorpotential A pga. divB = 0. B = rot A och ansatsen
A = f(p)e, ger

e, pe, e,

1
pe, =V x A = p 9, 0, 0, |=—eu,f'(p)
0 0 f(p
ger
f(p)=—p
som har en 16sning f(p) = —p?/2, t.ex. Svar: A = —(p?/2)e, ér en vektorpotential
till B.
© hyh hyh hyh
1
A@ — vitw @ w''u @ u'vv @
e (8u ™ 0,® + 0, T Oy ® + Oy T O )
1 2 2
= ———— | duw Oy (u? + v?*)? +0uv 0, (u? + v*)? +8wM O (u? + v?)?
(u + v )uv —_—— —— uv ———
(u2+v2)du (u+v2)4v 0
1
= (T (Ou(4uv(u® + v*)) + 0, (4uv®(u® + v?)))
1
= W 1 P (8uv(u® + v*) + 2uv - 2u + Suv(u® + v*) + 2uv” - 20)
u? + v uv
1
= ————— (24w (v’ + %)) = 24.
(u? + v?)uv (Auv(u®+ %))

Svar:

2. (a)

[11 X (V X u)]z = €ijkUj [V X ll]k = €ijk€imk ujalum = ujaiuj — ujﬁjui

€kimOum 6zl5]m75’bm5]l

w



1 1
= 50:(wy) —w0pu; = [

ger ux (Vxu)=3V(u?) - (u-V)u Svar: ¢; = 1/2, ¢ = —1.
(b) Om a dr en godtycklig konstant vektor, sa &r

a-/V(IDXdS:/a-(Vq)de):—/Vx(a@)-dS:—%aCD-dr:—a% Odr.
s s s c c

Detta ger (véilja=-e;,i=1,2,3)

V(u?) — (u- V)ul,

v¢xdsz—j§@dr,
S C

dvs., c = —1.

. Flodet ar

j{ VCID-dS:/Aq)dV
v 1%

pga. Gauss sats. ® = a?r? — r* ger
1 2
A® = 20+-0,® = 9(a*r* — r*) += 0,(a*r* — r*) = 6a°—20r* = 6a°—20(x*+y*+27).
r N ~— N N ~— 2
2a2—12r2 2a2r—4r3

Flsdet blir da
f{ Vo . dS = / (6a® — 20(z® + y* + 27))dV,
°)% \%4

som dr maximalt om 6a® — 20(z? + y? + 2%) > 0, dvs.,
6a®> 3

2 2 2
< — = —q"°.
5+ y +z_20 ma

Flédet blir maximalt for ett klot 22 4y2+ 22 < R? med radie R = 4/ f’—oa. Maximala
flodet blir

R
/ (6a* — 20(z* 4+ 32 + 2%))dV = 47r/ (6a* — 20r?)r2dr = 47 (6a*R*/3 — 20R°/5)
\% 0

= 41 (20* R*—4R°) = 4ma’(2(3/10)**~4(3/10)*?) = 4ma®(3/10)"/2 (6/10 — 4 - 9/100)

N

6/25
24m |3 4 5
= —1/—a’ = 0.52 .
55\ T Oa 0.5258a
[Test: Om réikningen ér rétt, sa maste flodet F(R) := 47 (6a*R3/3—20R°/5) genom
sfarytan 2 + y? + y> = R? (som beréiknades ovan) blir maximalt for R = /3a

Stammer det?
F'(R) = 4n(6a’R* — 20R*) = 8R*m(3a®> — 10R?)

blir 0 vid R = 0 (flsdesminiumum) och R = 1/ 3a (flddesmaxiumum). OK. ]
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4. (a) Enl. teori, V- B = 0 om och bara om B =V x A for ett vektorfialt A. Detta
och (iii) ger
1
VXE+-0,VxA=Vx(E+(1l/c)oA) =0,
C N——
Vx0A

som &r uppfylld (enl. teori) om och bara om E+(1/c)0,A = —V® {or ett vektorfilt
®, dvs., om och bara om E = —(1/¢)0;A — V.

(b) (i) och E = —(1/¢)0;A — VP ger

1 1
—(1/c)0,®
som visar att ® uppfyller inhomogena vagekvationen.|
(iv), B=V x A och E = —(1/¢)0;A — VO ger
1 1 1
-J=VxB--0E=VXx(VxA)—-0/(-(1/c)0,A — V)
c c — ”

V(V-A)—AA

(1/2)52 AV ((1/c)0,®)

1 1
= C—QﬁfA —AA+V(V-A —i—ll/c)@ﬂi) = gafA — AA,

0

som visar att A uppfyller inhomogena vagekvationen.

5. T = T(r) uppfyller

(AT)(r) = %&(ﬂ&qT(r)) = —k/A = 0,(r*0,T(r)) = —kr*/A = r°0,T(r) = —kr®/3\+c;

= 0, T(r) = —kr/3X +c1/r* = T(r) = —kr? /6 —c1 /7 + ¢

med integrationskonstanter ¢y, cy. Villkoret |T'(0)] < oo ger ¢; = 0. Villkoret
T(R) =Ty ger
co =Ty + kR*/6).

Svar: T'(r) =Ty + %(R2 —r?).

6. (a) Ekv. (2)(i) och Gauss sats ger

fuwlS—O
S

for godtyckliga volymen V' som omslutas av randytan S; tolknigen &r att vek-
torfaltet w &r kallfritt och stationért, dvs., lodet av u ur en godtycklig volumen
ar alltid 0.

Ekv. (2)(ii) och Stokes teorem her

j{ u~dr—/w'dS
as c
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for godtyckliga ytor S med randcurvan C; tolkningen &r att w ar virveltdtheten
av u, dvs., circulationen av u omkring en godtycklig sluten curvan C' ar lika med
flodet av w genom alla ytor S som umslutas av C'.

(b) Ansatsen

i cylinderkoordinater ger

1
V-u= ;Qa(f(p)) =0
och
1] e re, e 1
W = woe*)‘pez =rotu= ; 8p a&p 62 = ez;ap(pf(p))
0 pf(p) 0
ger
1 k cp — Re
Z9 — _e—>\p = — A
; L(0f(p)) ; f(p) —

Villkoret | f(0)] < oo ger ¢1 = k/A (OBS att lim, (1 —e™*)/p = \).

Svar:

k _ k nSa —y,x,0
u(r) = A—p(1 —e e, = J(1—e WV 2+y2)(x2—+y2>.



