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Tentamen bestar av nio uppgifter som vardera ger maximalt fyra podng. Del I utgors av de
tre forsta uppgifterna som testar formagan att 16sa grundlaggande problem. Del II utgors av de
tva foljande uppgifterna och testar begreppsforstaelse och kunskap om satser och samband. De
fyra sista uppgifterna utgor del III och testar formagan att 16sa mer avancerade problem och dr
avsedda framst for hogre betyg. Bonuspoidng av typ I adderas till erhallna podng pa del I och
bonuspoing av typ II adderas till erhallna poing pa del II. Det gar dock inte att fa mer dn 12
respektive 8 poing pa dessa delar. Betygsgrianserna vid tentamen kommer preliminirt att ges av
foljande tabell dir kolumnerna anger poidnggrins for respektive del/hela skrivningen.

Del | Poing | Innehall Fx E D C B A
I 12 | Grundldggande problem | - - - - - -
II 8 | Begrepp och satser 4 4 4 6 6 6
I 16 | Avancerade problem - - - - - -
hela 36 11 12 18 22 26 30

Till exempel krivs for betyg C minst 22 poidng totalt varav 6 poing pa del II.

For full podng pa en uppgift krivs att 16sningen &r vil presenterad och létt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva podng.

DEL I - GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat A vara foljande matris med element i kroppen Fy = 7 /27 = {0, 1}:
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Bestidm det karakteristiska polynomet p4 (), minimalpolynomet ¢4 (z) och Jordans nor-
malform till A. (4 p)
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2. Lat z € C vara ett komplext tal och betrakta matrisen A = — .1 <
V2t 1+2iz

alla vérden pa z for vilka A dr Hermitesk och/eller unitér. Berikna dven egenvérdena for
A for alla sidana 2. (4p

} . Bestim

3. Ge vektorrummet Clx]|<; av komplexa polynom av grad < d den inre produkten sa att
1,x, 2% ... % dr en ortonormal bas. Lit L: C[z]<y — C[z]<; vara den linjdra avbild-
ningen som ges av L(p) = p'(z) + ip(0). Bestdm en singuldrvirdesuppdelning for L, dvs

ange singulidrvirden och motsvarande ortonormala baser for C[z]<s och C[z]<;. (4 p)
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. (a) Definiera begreppen stokastisk vektor och stokastisk matris. 1p)
(b) Visa att varje stokastisk matris har egenvirdet 1. 1p)

(c) Definiera begreppet reguljir matris och formulera nagon version av Perron—Frobenius
sats. 1p)

(d) Ge exempel pa en reguljir Hermitesk stokastisk matris A av storlek 3 x 3 och bestim
det stationira tillstandet i motsvarande Markov-process. 1p)

5. (a) Definiera begreppet minimalpolynom qy,(t) for en operator L: V. — V. 1 p)

(b) Lat A vara en n X n-matris med element i en kropp k och 1at S vara delrummet av
n X n-matriser som ges av .S = {p(A) : p(t) € k[t]}, dvs alla polynom i A med
koefficienter i k. Visa att dimensionen av S dr lika med graden av minimalpolynomet

qa(t). (2 p)
(c) Lat k£ = R och ge exempel pa en matris A sadan att S (under addition och multipli-
kation av matriser) blir en kropp som &r isomorf med C. 1p)

DEL III — AVANCERADE PROBLEM

6. Betrakta de tva Markovprocesserna som ges av matriserna

1 0 0 2
01 3
1 1{0 3 00
SRR
30 0 2
(a) Bestimma alla stationéra tillstand till de tva Markovprocesserna. 2p)
(b) Avgor om de tva Markovprocesserna konvergerar oavsett starttillstand. 2p)

7. Lat A vara en reell 2 x 2-matris med reella egenvirden a; < b;. Betrakta rekursionsekva-
tionen
Xn = 2Xn_1 + 3Xn_2 n 2 2, XO = [, Xl =A
dar X, dr reella 2 x 2-matriser.
(a) Visa att egenvirdena a,, och b, for X,, endast beror pa a; och b; ochinte pa A. (2 p)
(b) Ge en explicit formel for egenvirdena a,, och b,, da a; = 0 och b; = 3. 2p)

8. Lat A vara en komplex m x n-matris dir alla kolonner har norm 1.
(a) Visaatt 1 <1k A < min{m,n} och att alla véirden i detta intervall &r mojliga. (1 p)
(b) Visa att alla singuldrvirden till A ligger i intervallet [0, /7). 2p
(c) For alla m,n, ge exempel dir A har ett singuldrvirde /n. 1p)

9. Lat M,, ,, vara vektorrummet av komplexa n X n-matriser. Lat L: /\2 M, — M, vara
den linjdra avbildningen som uppfyller L(AAB) = AB— BAfor A, B € M, ,,.Lat M,
ha den inre produkten som ges av (A|B) = tr(A'B). Bestim en ortonormal bas for det
ortogonala komplementet im(L)* av bilden im(L). 4p)




