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DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat V = Clx] vara vektorrummet av polynom i en variabel med komplexa koefficienter.
Lat for heltal n > 0 operatorn L,,: V' — V definieras av

n

(k)
Llo(e)) = pl) ~ S P 0t

for alla p(z) € V.

(a) Visa att L,, r linjér for allan > 0. 1p)

(b) Bestdam baser for kidrnan ker(L,,) och bildrummet im(L,,) till L. 2p

(c) Avgor om ker(L,,) @ im(L,) = V som inre direkt summa. (1p)
Losningsforslag.

(a) For p(x) och g(z) iV har vi

"y +¢000)

Ln(p(z) + q(z)) = (p(x) + q(x)) — !

bl

=0

" g
= po) =3 Tk o) - S Tt = 1 (o) + L)

n

ap®
Lu(ap(e)) = ap(e) — 3 POk — L (p(a).

Alltsa dr L, linjar.

(b) Viharatt L,,(z™) = 2™ — 2™ = 0 om m < noch L,(z™) = 2™ om m > n. Alltsa
dr {1,z,...,2"} en bas for kiirnan och {z"*! x"*2 ...} en bas for bildrummet.

(c) Unionen av baserna for kédrna och bildrum ger basen for V. Skirningen av kédrnan och
bildrummet dr {0}. Alltsa dr V' = ker L & im L som en inre direkt summa.

Svar.

() {1,z,...,2"} en bas for ker(L,,) och {x"* z"*2 ...} &ren bas for im(L,,).
(c) ker(L,) @ im(L,) =V som en inre direkt summa.
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2. Lat V = CJz] vara inre-produktrummet som bestar av polynom med komplexa koeffici-
enter med inre produkten definierad som

(p(@)lq(x)) = = / P@a(x) do

2/,
for p(x),q(z)1V.Lat V,, = Span{l,x, ..., 2"} for heltal n > 0.
(a) Bestdm en ortogonal bas for V3. 2p)
(b) Bestim den ortogonala projektionen av z* pé V, for alla & > 0. 2p
Losningsforslag.

(a) Eftersom intervallet 4r symmetriskt kring 0 kommer udda och jamna potenser av x
att vara ortogonala mot varandra. Det riicker dérfor att ersiitta 22 med
2
2 <1|x)_ 2_1_/3: » 1

amn " T T T3

och z® med ;
1/5 3
3 (2| >x:a73—ix:x2——x
(x|x) 1/3 5
Alltsd dr {1, z, 2% — 1/3, 23 — 3/52} en ortogonal bas for V.
(b) Vi kan anvinda den ortogonala basen for V5 for att berdkna projektionen. Vi har att
projektionen av z¥ = 2>™ pa V; ges av
(o) (2% = 1/3]2%") » 1
x’ —_——
(1|1) (22 —1/3]z2 —1/3) 3

L 1/@m+3) - 1/3(2n+1)) (:ﬁ - 1)

T 2m+1 1/5-2/9+1/9 3
15m 9 3(m—1)
- (2m+1)(2m + 3)36  @2m+1)(2m+3)
och projektionen av z¥ = 22"+ ges av
(x| *) 3

(@) 2m+3

Svar.
(@) {1,z,2* —1/3, 2% — 3/5x} en ortogonal bas for V5.

(b) Projektionen av z* pd V5 ges av 5 G +11§](€k 3 2+ 0 ﬁ%fﬁs)
om k &r udda.

G e 3
om k &r jimnt och av 5
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3. Lat F5 = {0, £1, +2} vara kroppen med fem element. Vilj en matris A i M »(F5) sddan
att K = {al+bA: a,b € 5} bildar en kropp med 25 element och bestim alla 16sningarna
till ekvationen 2% = 11 K. 4 p)

Losningsforslag. Vi kan se att ekvationen z® = 1 kan skrivas som (z — 1)(2* + z + 1) = 0.
Det finns bara en 16sning i F5, sd faktorn 2 + z + 1 ir irreducibel dver k. Vi kan vilja

matrisen
-1 1
A= o)

som har karaktiristiskt polynom p4(z) = 2?2 — tr(A)x + det(A) = z* + = + 1. Alltsd
kommer K = {al + bA: a,b € F5} att vara en kropp enligt sats ur kursmaterialet om
kroppar. Enligt Cayley-Hamiltons sats har vi nu att p4(A) = 0. Den andra 16sningen ges
av A~! eftersom konstanttermen i p 4 (z) dr 1. Genom att multiplicera A~! med A% + A +
I =0 farviatt A= = —J] — A. Losningarna till ekvationen 2® = 1 #r dirmed z; = I,
) :AOChl’g =] — A

10
10 -1 1 h 0 —1
01" |-1 o] *" |1 —1|
Det finns 21 16sningar bland alla 2 x 2-matriser over Fs.
0 1 0 2 0 -2 0 —1 10 1 1 1 2
-1 —-1|"12 —-1|’ -2 —1{" |1 =170 1|’ |2 =2’ |1 =2|”
1 =2 1 -1 2 1 2 2 2 =2 2 1] |[-2 1
-1 =217 |-2 =2|7 =2 2|7 |=1 2{7 (1 27|12 2|2 1}’
-2 2 -2 =2 -2 -1 -1 1 -1 2 -1 -2 -1 -1
r 17 (-1 1|1 |-2 1|7 |—-1 0”2 Of’|-2 0|1 O

Svar. Ettexempel dr A = {:1 1} och 16sningarna till 2° = 1 gesav I, Aoch —I — A, dvs
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. (a) Definera vad som menas med en adjungerad linjir avbildning. 1p)
(b) Visa att ker LT = (im L)X om L: V. — W ir en linjir avbildning mellan inre
produktrum. 2p)
(c) Ge ett exempel som visar att det inte alltid géller att U ¢ U+ = V om U ir ett delrum
av ett inre produktrum V. 1p)
Losningsforslag.
(a) Avbildningen LT: W — V #r den adjungerade linjdra avbildnignen till L: V —
W om

(x|L(y)) = (L(x)]y)
forallaxiV ochallay1 V.
(b) Vi har att

ker L' ={y e W: Li(y) =0} = {y e W: (x|L(y)) = 0vx € V'}
={yeW: (L(x)|ly) =0vx € V} = (im L)*

(c) Vi kan vilja V = Clz] med inre produkt dér {1,x, 2% ...} utgdér en ON-bas och
U = span{z — 1,z(x — 1),2%(z — 1),... }. Ett nollskilt polynom p(x) i U+ méste
ha alla koefficienter lika, men da dr det en potensserie och inte ett polynom.
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5. (a) Definiera vad som menas med egenvektor och generaliserad egenvektor till en linjar

operator. 1p)

(b) Ge exempel pa en linjar operator med en generaliserad egenvektor som inte &r en

egenvektor. 1p)

(c) Formulera satsen om Jordans normalform i fallet da operatorn &r nilpotent. 1p)

(d) Bestdm vilka vdrden som dr mojliga for rangen av en 5 x 5-matris /N som uppfyller

att N2 = 0. 1p)
Losningsforslag.

(a) En egenvektor dr en vektor x # 0 som uppfyller L(x) = Ax for nigon skaldr A. En
generaliserad egenvektor dr en vektor x # 0 som uppfyller att (L — AI)"(x) = 0 for
nagon skaldr A och nagot heltal n > 1.

(b) Operatorn L: k* — k? som ges av matrisen {8 (1)} har ett egenvirde 0 med egen-

vektorer Lt)] , t # 0. Alla vektorer med nollskild andra koordinat dr generealiserade

egenvektorer, men inte egenvektorer.
(c) For en nipotent operator L finns en bas B sa att matrisen for L blir blockdiagonal
med block pa formen

010 --- 0
001 ---0
000 --- 1
000 ---0

Storleken pé blocken dr unikt bestimd av operatorn, men inte ordningen.

(d) Eftersom N? = 0 kan inte finnas nigra block av storlek 3 eller stdrre. Vi kan skriva
5=24+241=2+141+1=1+4+1+1+ 1+ 1 och far att rangen ir lika med
antalet block av storlek 2. Den kan alltsa vara 0, 1 eller 2.
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DEL III — AVANCERADE PROBLEM

6. LatV = C3ochlat L: V — V ges av L(z1, T, 13) = (3,71, T32).

(a) Visa att detta ger en linjéar avbildning LQ L: VRV — V ® V. 1p)
(b) Bestdim egenvirden och egenrum for L ® L. 3p)
Losningsforslag.

(a) Vi far en bilinjdr avbildning V xV — V®V genom (x1, X2) +— L(x;1)®L(X3). Den
universella egenskapen ger nu att vi far en linjér avbilning L& L: VRV — V@V.
(b) Eftersom L3 = [ har vi att minimalpolynomet ir ¢z (z) = x® — 1 och L har tre
distinkta egenvirden, 1, ¢, €2, dir dir € = (—1 + iv/3) /2. Motsvarande egenvektorer

1 1 1
vi=|1|, wvo=[&|, och v3=|¢],
1 § &2

Tensorprodukterna av egenvektorerna kommer att vara egenvektorer for L ® L. Vi far
pa detta sitt nio egenvektorer

V1@ V1, Vi ®Vy, Vi ® Vs, Vo @ Vi, Vo & Vg, V3 Q V3, V3 ® V], V3 Q) Va, V3 & Vs,
Egenvirdena dr produkter av egenvirdena for L. Alltsa far vi
By = span{vi ® vi, vy ® V3, V3 ® Va},

Ee = span{v; ® v3,v3 ® vi,Vy @ Vo }
och
Ee = span{v, ® vy, Vo ® Vi, V3 ® V3}

Svar. Egenvirdena ir 1, ¢ = (—1 ++/3)/2 och £2 = (—1 + i1/3) /2 och egenrummen ir

1] [1] [1 1] [1] [1]

Ey=Spanq |1l @ |[1|,|&| @ [&], €| @ [&
11 L€ &l €] L€
1] [1 1 1] [1] 1]

Ee=Spanq |1| @ [&|, & ® [1],|&| @ |¢
1 _5 £ IS N

1 1 1 1 1

Ee =Spanq 1| ® el @ |1, €] @ &

1 52 & 1 3 3
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7. Bestdm en Hermitesk matris Ay som uppfyller
explidy) = [z sin ¢ COSQ:|

cosf isinf|’
dir 6 ar ett reellt tal. 4p)

Losningsforslag. Egenvirdena till

B — isinf cosf | |3 4
7 lcosf isinf|’|4 3i

ar A\ = cos +isinf och \y = — cos #+ i sin  och motsvarande normerade egenvektorer
ar
1 H N 1 [ 1 }

— och — i

V2 (1 V2 -1
Den unitidra matrisen

o_ L[t 1
/A1 -1

ger att

T _ |cos@ +isind 0 _[e? 0 — |9 0
Q" ByQ = { 0 —ws&%—isin@} - {0 Gmw} o (Z {O m=0])

Alltsa far vi att

sosn(f 2 )@ -on(af %))

0N
)

I
Sl
[\
l—|

—
—_
I—I
| |
o D
3
| ©
<>
| S
Sl
[\
1
—_ =
I =
—_
| S

Sl - 2

Svar. Ay = {9 i/f/Q 4 ;/7;/2}

8. Lat V vara ett dndligdimensionellt vektorrum 6ver en kropp k och lat W C V ® V vara
det linjira holjet till S = {x ® x: x € V'}. Visa att (V ® V') /W ér isomorft med A\ V.
(4p)

Losningsforslag. Enligt isomorfisatsen racker det att hitta en surjektiv linjdr avbildning
L:VQV — /\2 V dar W = ker L. Vi kan definiera L genom att forst ta den bilinjidra av-
bildningen ®(x,y) = x Ay som genom den universella egenskapen hos tensorprodukten
ger en linjir avbildning L: V ® V' — A® V. Den ir surjektiv eftersom {x; A X;} spanner
upp A°V om {x;} ir en bas for V. Om 3" a; ;x; @ x; ligger i ker L méste a;; — aj; = 0,
for alla 4, 5. Om vi drar bort ) a;;(x; + X;) ® (X; + x;) far vi en linjarkombination av
x; @ x;. Alltsd dr ker(L) € W. A andra sidan ir L(x®x) =z Az = 0,58 W C ker(L).
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9. For tva kommuterande kvadratiska matriser A och B 1at
Vap = Span{A'B/ i j>0}.
Bestidm det storsta och det minsta mdojliga virdet for dim Vy p dd@ A och B dr kommute-
rande matriser i M5 5(C). 4p)

Losningsforslag. Eftersom A°BY = [ érdim Vs g > 1 och dimV; ; = dimspan{/} = 1.
Alltsa dr 1 det minsta mojliga virdet for dim Vy p.
Vi kan anta att A &dr pa Jordanform och det finns tre mojligheter.

A0 Al A0
A—{O M}’ A—{O )\], eller A—[O /\},

diar A # u. Om AB = BAoch B = [Z Z] far vi i det forsta fallet att

Aa Ab|  [Aa pb

e pd| | Ae pd
vilket ger b = ¢ = 0 eftersom A # . Ddrmed kommer V4 5 besta av endast diagonalma-
triser som ger dimension hogst 2. Dimensionen blir precis 2 eftersom A och A° = I dr

linjédrt oberoende.
I det andra fallet ger AB = BA att

Aa+c Ab+dl  |Aa a+ b
Ac A | |Ae e+ M

vilket ger ¢ = 0 och a = d. Ddrmed kommer

Vap = {B fﬂ ,x,yGC}.

som har dimension 2. I det sista fallet kommer V4 g = V; 5 som har dimension 2 om B
inte dr en multipel av /. Ddrmed ir 2 det storsta mojliga vérdet for dim Vy p.

Svar. Det minsta virdet dr 1 och det storsta virdet ar 2.



