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DEL I — GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lét ¢*(C) vara Hilbertrummet av foljder a = (ag, ai,...) med |a> = >"° Ja;[* < o0
och den inre produkten (a|b) = >° @;b;. Lat ¢ € C vara ett komplext tal med |c¢| < 1
och 14t L.: ¢*(C) — ¢*(C) vara operatorn som tar foljden a = (ag, aj, ... ) pa foljden
L.(a) = (ag, cay, ay, as, ... ).

(a) Bestim den adjungerade operatorn L. 2p)
(b) For vilka ¢ € C ar L, sjdlvadjungerad och/eller unitir? 2p)
Losningsforslag. Vi har att
(Le(@)[b) = Y dlaib = Y @(@h;) = (a|La(b)).
=0 i=0

Diirmed #r Lf = L. Vi ser att L. = L precis nir ¢ = d eftersom L.(e;) = ce;. Allts ar
L. sjilvadjungerad precis nir ¢ = ¢, dvs precis nir ¢ € R. Vidare dr L' = L. sd L, ir
unitir precis nir ¢ = ¢!, dvs nér |c| = 1.

Svar.
(@) L} = L.
(b) L. idr sjilvadjungerad nér ¢ € R och unitér nir |¢| = 1.
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0

2. Lat A = [ 4 _41} . Bestdm Jordans normalform till A och berikna A20%2. 4 p)

Losningsforslag. Det karakteristiska polynomet till A dr pa(t) = ¢* — 4t + 4 = (t — 2)?
sa A har ett egenviarde A = 2 med algebraisk multiplicitet 2. Eftersom A ## 27 sd &r den
geometriska multipliciteten 1. Detta ger Jordans normalform

2 1
tean 2 1]

Detta betyder att A = PAP~! for en limplig basbytesmatris P och att A20%2 = PA2922 p~1,
Vi behover dock inte berdkna P utan kan anvédnda att N = A — 27 &r nilpotent. Darmed
ar dven

4 2
nilpotent, nimligen B? = 0. Binomialsatsen for kommuterande matriser ger alltsd att:
AQOQQ — (2]’ i B)2022 — 22022[ + 2022 . 220218 — 22022([ + 10113)

_ 02 [—2021 —1011}

B:=PNP '=A-2] = {_2 _1]

4044 2023

Alternativt kan vi forst berdkna P, dvs bestimma en Jordanbas B. Egenrummet till A = 2

spanns upp av vi = [_12} . For att utoka v till en Jordanbas behdver vi en vektor vo som upp-

fyller att Avy = 2vo 4 vy. Vi kan till exempel vilja vy = [_OJ Med B = {vi, vy} har vi

basbytesmatriserna (observera att P = P~! men detta #r en slump):
o 1 0 -1 1 0
P:=PFPep= [_2 _J och P77 =Pge= [_2 _1] .

Vi beriknar som ovan A?°?2 genom att dela upp

20 01
=l
S—— =

21 N
och noterar att N2 = 0 och att 21 och N kommuterar. Detta ger

2022 2 177 2022 2022 2021
A2 O] = (20 NP = 2202] 4 9022 922N

= 22022(T 1 1011N) = 22022 [1 1011]

0 1

och slutligen att

42022 _ ppA2022 p—1 _ 92022 [ I 0 } [1 1011] [ 1 0 }

-2 —=1110 1 -2 —1
_ 20 [2021 1011
o 4044 2023 |
—2021 —1011
2022 __ 02022
Svar. AT =2 [4044 2023}'
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3. Lit K = {a+bv2 : a,b € Q} C R. Detta dr en kropp.
1 —
3 5
(b) Bestim en 2x2-matris B € M,(Q) och en isomorfi av kroppar ¢: K — Span{[, B},
dvs en isomorfi av Q-vektorrum som tar multiplikation i K till multiplikation av ma-
triser. 2p

(a) Avgor om matrisen A = ] ar diagonaliserbar dver kroppen K. 2p)

Losningsforslag.

(a) Det karakteristiska polynomet ar p4(t) = (t — 1)(t — 5) + 6 = t? — 6t + 11 vilket
har de komplexa rétterna A = 3 = 1/2i. Eftersom egenvirdena inte ir reella si ligger
de inte heller i K. Alltsa saknar matrisen egenviarden over K och dr ddarmed inte
diagonaliserbar 6ver K.

(b) En mojlighet ir att vilja isomorfin som tar basen {1,+/2} pa basen {I, B} for en
limplig matris B. D4 behover vi att B2 = 21, dvs vi ska villja en 2 x 2-matris B
med minimalpolynom ¢p(z) = 2% — 2. Notera att z* — 2 ir irreducibelt dver Q si
Span{I, B} blir en kropp. Eftersom vi har en 2 X 2-matris dr minimalpolynomet lika
med det karakteristiska polynomet sa tr(B) = 0 och det(B) = —2. Detta uppfylls

till exempel av
1 1
5=l Y.

Svar.
(a) Matrisen ir inte diagonaliserbar dver K.

(b) Till exempel B = E _11}
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. Lat V vara ett vektorrum och L: V' — V en operator.
(a) Definiera vad som menas med minimalpolynomet ¢y (t) for L. 1p)
(b) Visa att minimalpolynomet existerar om dim V' = n < oo och har grad < n%. (1 p)
(c) Ge ett exempel pa en operator L pa ett dndligtdimensionellt vektorrum V' sidan att
minimalpolynomet ¢y, (¢) inte dr lika med det karakteristiska polynomet p; (t). (1 p)
(d) Ge ett exempel pa en operator L sadan att gy, (¢) inte existerar. 1p)

Losningsforslag.
(a) Minimalpolynomet &r ett moniskt polynom ¢, (¢) av minimal grad sadant att q;,(L) =
0. (Om det existerar &r det unikt.)
(b) Eftersom vektorrummet End(V) = Lin(V,V) ~ V¥ ® V har dimension n? s&

ar I, L, L2, ..., L" linjirt beroende. Vi kan alltsa hitta nigot d < n? och skaldrer
ag, i, ...,aq-1 sdatt L = ag_ 1LY+ -+ ay L + agl, dvs f(L) = 0 for f(t) =
t4 — ag_1t! — --- — a1t — ap och minimalpolynomet har alltsd grad < d < n2.

Alternativt sidger Cayley—Hamilton’s sats att py,(L) = 0 didr py(t) dr det karakteris-
tiska polynomet vilket har grad n. Alltsd existerar minimalpolynomet och har grad
<n <n?

(c) VikantaV = C? och L = 0. Dd ér p;,(t) = t* medan ¢ (t) = t.

(d) Ett exempel ir shift-operatorn L: (*(C) — ¢*(C). Ty L"(eg) = e, och ey, ey, es, . . .
ar linjart oberoende. Ett annat exempel dr deriveringsoperatorn L = D pa vektorrum-
met V = Span{e’** : k € Z} av trigonometriska polynom med komplexa koeffici-
enter. Da har vi odndligt manga egenvirden 0, +7, 42, . .. och eftersom ¢, (\) = 0
for varje egenvirde )\ sa existerar inte ¢, (eftersom ett nollskilt polynom bara har ett
andligt antal nollstéllen).

5. (a) Vad innebir det att en n X n-matris A dr unitir? 1p)
(b) Vad innebir en singuldrvirdesuppdelning (en: singular value decomposition) av en
linjir avbildning L: V — W mellan dndligtdimensionella inre produktrum V" och

W? Definiera dven begreppen singuldrvirde och singuléirvektor. 1p)
(c) Visaatt en n X n-matris A &r unitdr om och endast om A har n stycken singulédrvirden
som alla ar 1. 2p)
Losningsforslag.
(a) En matris A dr unitidr om A~ = AT,
(b) En singuldrvirdesuppdelning innebir att vilja ortonormala baser B = {x1,Xa, ..., X, }
for V och D = {y1,y2,...,¥m} for W sa att matrisen 3 for L i dessa baser blir:
D 0
dir D = diag(oy,09,...,0,) dr en positiv reell diagonalmatris. Elementen o, kallas

singuldirviirden och vektorerna x; och y; kallas singuldrvektorer. Notera att L(x;) =
o;y; och LT(y;) = o;x; for alla 1 < ¢ < r dr en konsekvens av detta. Vidare ir
r=rkD =rklL.

(c) De noll-skilda egenvirdena (riknade med multiplicitet) till ATA dr precis singulir-
virdena i kvadrat. Eftersom singuldrvirdena ar reella och positiva sa édr har A alltsa
n stycken singulirvirden som alla #r 1 precis nir A' A enbart har egenvirdet 1 (med
multiplicitet n). Eftersom A'A #r Hermitesk och dirmed diagonaliserbar intriffar
detta precis niar ATA = I, dvs precis di A 4r unitir.

4
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DEL III — AVANCERADE PROBLEM

6. En f6ljd av polynom py(t), p1(t), ... definieras rekursivt av
pO(t) =4t - 17 P1 (t) = 4t2 + 17 och Pn+1 (t) = 2pn<t) + Bpn71<t) forn > 1.
Bestidm en explicit formel for p,, (t). 4 p)

Losningsforslag. Rekursionen kan ses som ett system av 3 rekursioner: en for konstant-
termerna, en for ¢-termerna och en for t*>-termerna. Det ricker dirfor att bestimma en
formel for rekursionen x,, 1 = 2z, + 3x,,_; dir foljden bestar av tal xy, z1, ... med olika
initialvdarden. Denna kan 16sas genom att skriva den pa matrisform som:

| |2 3 Tn |
Ynt+1 = |: T, :| - [1 O:| |:xn—1:| - AYn
Matrisen A har egenviardena \; = —1 och A\, = 3 med motsvarande egenvektorer §; =

[_11} och&; = [ﬂ . Eftersom matrisen &r diagonaliserbar kan vi skriva y; = a1&; + a2€»

for nagra reella tal a;,a; € R. Da blir y,.;1 = a1 A€ + axA\j€, och speciellt (andra
koordinaten):

Ty = —a A + agAy = —ay(—1)" + a3"
for allan > 0.

e For konstanttermerna har vi att y; = {

T, = —(=1)"

_11] = &, vilket ger a; = 1, as = 0 och

0] = —3&; + &, vilket ger a; = —3, as = 1 och

e For t-termerna har vi att y; = [ 4

x, = 3(—1)" + 3"
e For t>-termerna har vi att y; = {Eﬂ = & + &, vilket ger a; = 1, ay = 1 och

T, =—(—=1)" 4 3™
Sammanlagt ger detta oss:

pa(t) = (=1)"(=t* + 3t — 1) + 3" (¢* + ¢).

Alternativt kan man istillet direkt dra slutsatsen fran egenvérdena att

pa(t) = (=1)"q(t) + 3"r(t)
for nagra polynom ¢(t) och r(t) av grad 2 och bestimma ¢(t) och r(t) genom att sitta in
n = 0 ochn = 1 vilket ger

4t — 1 =q(t) +r(t)
442 + 1 = —q(t) + 3r(t)
Vilket ger q(t) = —t* + 3t — 1 och r(t) = t* + .

Svar.
pn(t) = (=)™ (=2 + 3t — 1) + 3"(t> + 1)
= (3" — (=) + (3" + 3(—=1)")t — (=1)"
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7. Lat V vara ett komplext vektorrum och definiera en avbildning f: V xV — V V
genom f(X,y) = X®Yy —y ® X. Visa att det finns en unik operator L pd V' ® V sadan att
Lx®y)= f(x,y). Visaatt V® V = im L @ ker L ir en inre direkt summa. 4 p)

Svar. Avbildningen f &r bilinjir, dvs:
flarxi + asXe,y) = (a1X1 + a2X2) Yy — y @ (a1X1 + agXs)
=a(x1Qy)+ a(x®y) —a1(y ®x1) — as(y ® x3)
= a1 f(x1,y) + a2 f(X2,y)

f(x a1y1 +azy2) = - = a1 f(x,y1) + aa f (%, y2)

for alla x,X1,X2,y,¥1,y2 € V och ay,ay € C. Den universella egenskapen for tensor-
produkten ger alltsé en unik operator L pd V @ V saddanatt L(X Qy) =XxQy —y ® X.
For att visa att V' ® V é&r en inre direkt summa maste vi visa (a) att varje vektor i
V ® V gar att skriva som en summa av en vektor i ker L och en vektor i im L, och (b) att
im L Nker L =0.
For (a) sa noterar vi forstatt L(x®@y +y®x) =0forallax,y € V.Forallax,y € V
kan vi skriva:

XQYy+y®x XQy-—yo®x
X®y = y2y N y2y
dir forsta termen ligger i ker L och andra termen ligger i im L. Eftersom alla tensorer i
V ® V dr dndliga summor av rena tensorer (alltsa element pa formen x ® y) sa har vi en
sadan uppdelning for alla tensorer:

n n

Xn:XA®y‘:ZXi®Yi+Yi®Xi+in®Yi_Yi®Xi
i=1

2 2

i=1 i=1
For (b) sa noterar vi att L(L(x ® y)) = 2L(x ® y) for alla x,y € V och séledes genom
linjaritet att L o L = 2L. Om L(w) € ker L sa dr alltsd L(w) = 1L(L(w)) = 0 och
diarmed dr im L N ker L = 0.

Kommentar: Om {e;};cy dr en bas for V' sa ser man direkt fran definitionen att
imL = Span{e; ® e; —e; ®e; : i,j € I}.

For att beridkna kirnan sa kan vi betrakta bilden av en allmin tensor x = ZZ ;Gij€i ® ej:

L Z a;je; K e;j | = Z aij(ei Xe —e & ei) = Z((IU — aji)el- & e;.
i,J 2% 2%
Eftersom e; ® e; ér en bas sd dr alltsd x € ker L precis nér a;; = a;; for alla 4, j. Detta visar att
ker L = Span{e; ®e;j +e;®e; : i,j €I}
I just detta fall visar det sig ocksa att ker L = Span{x ®y : L(x ® y) = 0} men i allminhet
ricker det inte att titta pa rena tensorer x ® y for att bestimma hela kdrnan.
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8. Lat A € M,(C) vara en n x n-matris och lat L: C[x] — M, (C) vara den linjira
avbildningen som definieras av L(p(z)) = p(A) + p'(A).
(a) Bestdm de mojliga dimensionerna for bildrummet till L nédr A varierar men n dr fixt.
(2p)
2

(b) Bestim ett delrum V' C C[x] sddant att C[z] = V @ker(L) ndr A = [_12 11. 2p)

Losningsforslag.
(a) Viservad L gor pd basen {1,z,2?%,...}:
L()=1, Lx)=A+1I, L(2*)=A*+2A, ...,
och i allménhet L(z") = A" + (n — 1) A"~ Vi ser alltsa att
Span{L(1), L(x), L(z*),...,L(z")} = Span{I, A4, A*,... A"}
och darmed att
im L = Span{l, A, A%,...}.
Alltsé dr dim(im L) = d om minimalpolynomet for A har grad d. Minimalpolynomet
har grad < n (Cayley—Hamiltons sats) och for fixt n, finns for varje d = 1,2,...,n
en matris A med minimalpolynom av grad d. Vi kan till exempel ta en diagonalmatris
med exakt d distinkta egenvirden. Observera att d = 0 inte 4r mojligt: &venom A = 0
sd dr dim(im L) = 1 eftersom L(1) = I. Minimalpolynomet till 0-matrisen &r ¢ vilket
har grad 1.

(b) Notera att V' = Clz|/ker L = im L sa dim V' = d dr graden av minimalpolynomet
for A. Vi berdknar det karakteristiska polynomet

pa(t) = (t —1)* +4
vilket har tva distinkta rotter 1 4 2¢. Alltsa har minimalpolynomet ocksa grad 2. Vi

kan tex vilja V' = Span{1, 2} eftersom L(1) och L(x) ir linjdrt oberoende och alltsa
arV Nker L = {0}.

Svar.
(a) Dimensionen for bildrummet kan vara 1,2, ..., n.
(b) Tex V = Span{l, z}.
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9. Lat V vara ett dndligtdimensionellt komplext inre produktrum. Lat Vi, V5, ..., V,, vara
en-dimensionella delrum, for nagot m > 1, och lat L;: V' — V vara operatorn som
projicerar ortogonalt pa V; fori = 1,2,... . m.Lat L = Ly + Lo + - - - + Lyy,.

(a) Visa att L dr diagonaliserbar med hogst m noll-skilda egenvérden. 2p)
(b) Visa att egenvirdena dr reella och icke-negativa och att det storsta egenvirdet ligger 1
intervallet [1,m). 2p
Losningsforslag.
(a) Vilj vektorer v; € V; av langd 1. Observera att vy, . . . , v,,, inte dr en ortonormal bas
men for ett fixerat ¢ kan vi vilja en ortonormal bas B; = {b;,bs,bs,...,b,} med
b; = v;. I denna bas har L; matrisen

10 ... 0

00 ... 0

Lils;={. . ...

00 ... 0

Alltsa ar L; sjalvadjungerad och ddarmed dr dven L = L+ Lo+ - -+ L, sjdlvadjunge-
rad (detta kan t ex verifieras genom att vélja en ortonormal bas och notera att en sum-
ma av Hermiteska matriser dr Hermitesk). Eftersom operatorn L ir sjidlvadjungerad
ar den (ortogonalt) diagonaliserbar.

For en diagonaliserbar operator dr rangen lika med antalet noll-skilda egenvérden
riknat med multiplicitet. Eftersom im L C Span{V}, Vs, ..., V,,} sddrrk L < m sa
det finns hogst m noll-skilda egenvérden (dven riknat med multiplicitet).

(b) Eftersom L ér sjdlvadjungerad sa dr egenvirdena reella. Vi sag ocksa att tr(L;) = 1
sa tr(L) = m. Det ricker alltsd att visa att egenvirdena ir icke-negativa eftersom
0< A <--- <A och A+ A+ -+ N, = mmedfor att A, € [1, m]. Hér betecknar
A1, Ag, ..., A de noll-skilda egenvirdena och » = rk L < m.

Lat & vara en normerad egenvektor med egenvirde \. Da &r

(€IL(E)) =
Vi har ocksa att L;(§) = (v;|€)v;. Alltsa ar:

(€ILi(8)) = (vil€) (€lvi) = [(vil§)|* = 0

och didrmed

Z (€| Li(€ Z! (vil€)]* = 0.
(Detta visar dven att A\, = m intréiffar prems dir=1,dvsdaV, =V, =-.. =1V,
samt att A\, = 1 intrdffar precis da Vi, Vs, ..., V,, ér parvis ortogonala och da ar
r=m.)



