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DEL I — BASALA PROBLEM

1. Lat V = Clz| vara Vektorrummet av polynom med komplexa koefficienter. Definiera
L:V — V genom L(p f p(t) dt for alla p(z) € V. Visa att L &r linjdr och
bestdm en bas for karnan ker(L) och en bas for bildrummet im(L).

4 p)

Losningsforslag. Vi har att

L@w»+«ww=/<mw+q@nu=/“mwﬁ+/“awﬁ=L@u»+Lm@»

—x —x —x

T

och N N
Lap(e)) = [ (aptt) dt =a [ plt)dt = aLip(a)
vilket visar att L ir linjar.
Om vi anvinder operatorn pa en av vara basvektorer z" far vi

x tn—l—l z 1 xn—i—l

L(z") = t"dt = =1-(-1)"")—-.
Nl
Detta blir noll om n #r udda och 2/(n + 1)z™*! om n dr jimnt. Bilden spénns upp av
alla udda potenser av x och kirnan spidnns upp av alla udda potenser av z. Dirmed
dr ker(L) = im(L) = Span{z,z3 2%, ..., }. Eftersom de udda potenserna av z ir en
delméngd av den ursprungliga basen &r de linjért oberoende och utgdr en bas for bade
kédrnan och bildrummet.

Svar. {z,2% 2° ..., } dren bas for bade ker(L) och im(L).

2. Lat V = C*°(R) vara de odndligt deriverbara komplexvirda funktionerna pa R med inre
produkt

(flg) = / f t) dt, foralla f,giV,

latWw ={feV: fit+1) = f() Vi € R} ochlat L: W — W ges av L(f) = f'.
Bestim den adjungerade operatorn L.
4p)

Losningsforslag. Vi har att

Moy = [ 710 |- [ 7@
= f(D)g(1) — f(0)9(0 ) <f|L( = (fI = L(9))
dir vi anvént att f(1) = £(0) och g(1) = ¢(0). Dérmed ér LT = —L.

Svar. LT = —1L.
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3. I en Markovkedja ges fordelningen vid tidpunkt ¢ = n + 1 av fordelningen vid tidpunkt
t = n genom den stokastiska matrisen

324
A=— 17 4 5
1019 4 1

Avgor om lim,, ,, A™ existerar och bestdm i sa fall gransvéardet.
(4 p)

Losningsforslag. Enligt Perron-Frobenius sats kommer vi att ha konvergens om matrisen ar
reguljir, dvs om ndgon potens #r positiv. I vért fall dr A2 positiv, sa vi far att

T
lim A" =A=[1 1 1] |z
n—00

T3

dar [:vl To :Eg} ar en egenvektor med egenvirde 1 och z1 + x5 + 3 = 1. Vi berdknar
denna egenvektor som ett element i kédrnan till A — I, dvs genom ekvationssystemet med

totalmatris
-7 2 4]0 -7 2 410 —-14 0 1710
7 —6 5|0 |~ 0 —4 9|0 | ~ 0 -4 9|0
0 4 -9|0 0O 0 00 0 0 0/0

vilket ger (z1, 22, x3) = t(34, 63, 28) och for att 1 + zo + 23 = 1 méste ' = 34+ 63 +
28 = 125. Alltsa far vi konvergens mot

34 34 341 [0272 0272 0272
—_ |63 63 63| = [0,504 0,504 0,504
125198 98 928 0,224 0,224 0,224

34 34 34 0,272 0,272 0,272
Svar. Grinsvirdet existerar och dr lika med ﬁ 63 63 63| = |0,504 0,504 0,504
28 28 28 0,224 0,224 0,224
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. (a) Definiera begreppen egenvektor och egenvdrde till en linjar operator L pa ett vektor-
rum V.
(1p)
(b) Definiera begreppet minimialpolynom for en linjdr operator L pa ett vektorrum V' och
visa att alla egenvirden till L maste vara nollstéllen till minimalpolynomet om L har
ett minimalpolynom.
(1p)
(c) Visa att alla operatorer pa V' har ett minimalpolynom om dim V' < oo och ge ett
exempel pa en operator pa ett odndligdimensionellt vektorrum som saknar minimal-
polynom.

2p)

Losningsforslag.

(a) En egenvektor &r en vektor x # 0 som uppfyller L(x) = Az for ndgon skaldr \. Ett
egenvirde dr en skaldr A for vilket det finns en egenvektor.

(b) Minimalpolynomet for en operator dr ett moniskt polynom av ldgsta grad sadant att
q(L) = 0 som operator. Om \ ir ett egenvirde och = en egenvektor som hor till A sa
har vi 0 = ¢(L)z = g(\)z och eftersom x # 0 maste ¢(\) = 0.

(¢) Om dim V' = n kan vi representera en operator L. med en n X n-matris, A. Eftersom

vektorrummet av n X n-matriser har dimension n? kan inte de n? + 1 matriserna
{AD, A A% A”Z} vara linjért oberoende. Dérmed finns ett polynom p(x) av grad
hogst n? sd att p(A) = 0 och da maste finnas ett moniskt polynom ¢(x) av ldgsta grad
sa att ¢(A) = 0, vilket dr ekvivalent med att ¢(L) = 0.
Om L = d/dt pa vektorrummet C*°(R) av oidndligt deriverbara funktioner pa R
sa finns inget polynom sa att p(L) = 0 eftersom 16sningsmingden till p(L)f = 0
ar andligdimensionell for varje nollskilt polynom p(z). Ett annat exempel dr multi-
plikation med z pa C[z]. Ett tredje exempel dr om L dr multiplikation med 7 eller
nagot annat transcendent tal pa vektorrummet av reella tal med de rationella talen
som skaldrer.
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5. (a) Vad menas med att en operator L pa ett komplext inre-produktrum &r unitéir?

(1p)
(b) Ge exempel pa en linjdr operator L pa ett komplext inre-produktrum V' som uppfyller
|L(z)| = ||z|| for alla z i V utan att L dr unitér.
(1p)
(c) Visa att exp(iH) &r unitdr om H &r en sjédlvadjungerad operator och exp(iH) &r
vildefinierad.
2p)
Losningsforslag.
(a) En unitdr operator #r en inverterbar operator L som uppfyller att || L(x)|| = ||z|| for
alla .
(b) Om vi tar /?(C) och definierar L({ag, a1, ... }) = {0, a0, a1, ... } gilleratt || L(x)[|* =
> oocolai|* = ||z||*, men L dr inte inverterbar eftersom den inte dr surjektiv nir L(x)

har forsta elementet noll for alla x.
(c) Om H ir sjdlvadjungerad har vi att H' = H. Eftersom L = exp(iH ) ir viildefinierad
konvergerar serien

L =exp(iH) = Z (ZZ>n

och vi kan berikna den adjungerade operatorn L' som

LT = (exp(iH))' = ; (W:—')ny = ni:% (%ﬂ) = exp(—iH") = exp(—iH),

som r vildefinerad eftersom serien for L. = exp(iH ) konvergerar.
Vi kan kontrollera att detta verkligen dr den adjungerade operatorn till . genom att

se pa
(exp(—iH)(w)ly) = S (" )y} = 3 o () = o expliH) ().

Nu far vi att
L'L = exp(—iH)exp(iH) = exp(—iH + iH) = exp(0) = I
ddr vi anvint att exp(A + B) = exp(A) exp(B) om AB = BA.
Om vi kan diagonalisera H, t.ex. om H &r en Hermitesk operator pa ett andligdimensionellt
vektorrum, kan vi hitta en ortonormal bas av egenvektorer for H och motsvarande

egenvirden #r reella. Ddrmed far vi att exp(iH) har egenvirden som har belopp 1
med samma ortonormala bas av egenvektorer. Alltsa &r exp(iH ) unitér.
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DEL III — AVANCERADE PROBLEM

6. En foljd av 2 x 2-matriser { X, };>( definieras rekursivt av

T R -

Bestdam en explicit formel for X,,.
(4p)

Losningsforslag. Vi kan 16sa rekursionen x,, .1 = 3z, — 2x,_; med hjdlp av en matris
genom att skriva
Tpt1| _ 3 —2 Tn ]
Tn | |1 0| |2y

Matrisen har egenvirden 1 och 2 med egenvektorer

&1 = [ﬂ och & = E .
Dérmed kommer vi att kunna skriva
X,=B+2"C
for 2 x 2-matriser B och C'. Genom att se pan = 0 och n = 1 far vi
Xo=B+C och X;=B+2C
vilket ger B = 2Xy, — X; och C' = X; — X|,. Alltsa far vi

e IS I Y (I 0 I E P

1 2n—-1
Svar. X, = [1 1 } )
7. Lat V = C™ med bas {ey, €9, . . ., €, }. Bestdm rangen av den linjéra avbildningen

2 3
L: N\V— AV
somgesav L(z) =z A ey +eg+ - +ey) forz e A\*V.
(4p)
Losningsforslag. Vi kan vilja en ny bas for V dir f; = e; + e5 + - - - + €, och da ser vi att
L( Z aijfi/\fj> = Z aii fi N f; N fi = Z aij fi N fi N fj
1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n

Vektorerna fi A f; A f; for 2 < ¢ < 7 < n ir linjirt oberoende och bildar en bas for
bildrummet. Alltsd dr rangen lika med antalet sadana basvektorer. Vi far rangen till (n —

2)(n—1)/2=(",").

Svar. Rangen ir (") = (n — 1)(n —2)/2.
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8. For heltal n > 1 lat P, vara vektorrummet av polynom av grad hogst n med komplexa
koefficienter. Definiera L: P, — F,, genom

L(p(x)) =p(z+1) —2p(z) + p(x — 1), for alla p(x) € P,.

Visa att L &r nilpotent och bestdam Jordans normalform for L.
(4p)

Losningsforslag. Vi har att

L(z*) = (2 4+ 1) — 22" + (z — 1)F = Q(S)xk_2+2(i>xk_4+~- :

Alltsa har L(p(x)) ldgre grad én p(x) och dirmed maste L™+ (p(z)) = 0 for alla polynom
av grad hogst n. Eftersom graden minskar med tva blir det i sjdlva verket en ldgre potens
av L som é&r noll.

Enligt utveckling ovan ser vi att udda och jamna potenser av x aldrig blandas. Vi kan
skriva V' =V @ V; dér V| dr polynom med bara termer av jamn grad och V; dr polynom
med bara termer av udda grad. Da dr L(Vg) C Vy och L(V;) C V;. Det éterstar att se hur
Jordanuppdelningen ser ut p& var och en av dessa. Eftersom L(z*) har grad k — 2 och r
skilt fran noll om & > 1 fér vi att L™(2") # 0 om 2m < n — 1 och L™(z"') # 0 om
2m < n. Dédrmed har vi att L bara har ett Jordanblock pa Vj och ett Jordanblock pa V.
Jordanbasen ges av

{Lm(z™), L™ Y(z"), ..., Lo(z"), LF ("), LYz, . L0 (2™ )}
dirm = |(n—1)/2] ochk = [(n —2)/2].

Svar. Jordanformen har tva block som ir lika stora om 7 &r udda och som skiljer med ett i
storlek om n dr jimnt.

9. Visa att en operator L pa ett vektorrum V' som uppfyller L? = [ #r diagonaliserbar, oavsett
om dim V' dr dndlig eller inte, under forutséttning att 1 + 1 ## 0 i den kropp som utgor
skaldrerna for V. (Ledning: Betrakta operatorerna Ly = 3(I + L) och Ly = (I — L).)

Detta ger att en operator som dr bade unitir och sjidlvadjungerad maste vara diagonali-
serbar. Varfor?

(4 p)

Losningsforslag. Om L? = [ har vi att egenvirdena bara kan vara +1. Vi kan skriva V' =
Ly & E_ eftersom varje vektor kan skrivas som

v =3+ L) + 5 (o~ L(z)

dir x + L(z) € E; eftersom L(z + L(z)) = L(x) + L2( )= L(z) + * = z + L(x) och
r — L(z) € E_ eftersom L(z — L(z)) = L(z) — L*(z) = L(x) — 2 = —(z — L(x)).
Det dr en direkt summa eftersom £y N E_; = {0} da en egenvektor inte kan ha tva olika
egenvirden.

En unitir sjilvadjungerad operator L uppfyller L' = L och LT = L. Alltsd ir L =
L' och L? = I. Didrmed kan vi anviinda det vi just har visat fér sddana operatorer.



