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SF1672 (SF1604) Linjir Algebra
Losningsforslag till tentamen 2019.01.07

DEL A

2 3
1. Bestdm matrisen X ndr vi haratt [} 23 4] {j 5 }X =[123]. 4 p)

Losning. Vi har att
2 3
1 2 3 4 1 17 |13 =3
10 2 -1 1 0 |5 5[
—2

Determinanten till denna matris dr 15 + 15 = 30. Detta ger att matrisen

w_ L[5 3|[t2 3]_1[8 10 9
305 3] |1 0 —2] 302 10 —21|°
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2. Avbildningen Ty : R* — R* ges av matrisen
—20 0 10 —10
A —1| 64 1618 22
0| 14 16 7 =3 |°
—46 16 37 —33

(a) Visa att noll-rummet N4 till T4 har dimension 2. 2p
(b) Bestiim en linjir avbildning S: R* — R* vars bildrum ir N4. 2p)
(c) Visaatt X =[0111 ]T ar en egenvektor med egenvirde 2. (2p)
(d) Ett egenviirde till A dr —5. Ar T4 diagonaliserbar? 2p)
(e) Bestim determinanten det(A?). 2p)
(f) Bestiim egenvirderna till A3. 2p)

Losning. a) Vi utfor Gauss-Jordan elimination pa matrisen A. Vi adderar relevanta multi-
pler av forsta raden till andra, tredje och fjirde raden. Detta ger matrisen

2 0 -1 1
0 16 14 —-10|°
Det dr nu klart att den reducerade trappstegsformen till A vill ha tva ledande ettor, vilket

ger att nollrummet har dimension 4 — 2 = 2.
b) Om vi skriver upp nollrummet til A har vi att N4 r alla vektorer pa formen

[4s —4t —Ts+5t 8s 8t] .

En bas ges av vektorerna [4 —7 8 O}T och[—4 5 0 8}T . Den linjira avbildningen
S: R* — R* som ges av matrisen

4 -4 0 0
-7 5 00
B = 8 0 00
0 8 00

har per konstruktion ett bildrum lika med N 4.
¢) Vi multiplicerar

10 — 10 0

1 [16—18+22 1 [20
10| 16+7-3 1| 1020
16 + 37 — 33 20

Med andra ord dr X en egenvektor med egenvirde 2.

d) Ja. Vi har att —2 och 5 &r egenvektorer, samt att 0 dr ett egenvérde med ett tillhorande
tvd dimensionellt egenrum. Det foljer nu att vi kan hitta en bas av egenvektorer for R?,
och detta dr ekvivalent med att matrisen A &r diagonaliserbar.

e) Vi har att det(A3) = det(A)3, och frén a) f6ljer det att determinanten till A ir noll.

f) Egenvektorerna till A® ir precis egenvektorerna till A. Egenvirderna blir 0, 8 och
—125. 0

AX = =2-X.
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3. Planet H; ges av ekvationen 3x + 4y — 5z = 0, och planet H; ges av 3x + 4y — 52 = 20.
(a) Bestdm avstandet mellan planen H; och H. 2p)
(b) Bestdm en ekvation for planet H som &r ortogonal mot Hs och som &r sadan att

skdrningen med H; ir linjen ¢ = Span( [é} ). 2p)

Losning. a) Planen H, och H, ir parallella. Avstandet ges dd som ldngden av vektorn
B VT N _ T
projy U, ddr NV dr linjen som spdnns upp av normalvektorn . = [3 4 —5} , och vektorn

U representerar en pil som borjar i det ena planet och slutar i det andra planet. Lat v = PZ)
dir P=0ochdirQ = [0 0 —4]". Dir

DO

0

i
||

prOjN<17) = | |

Lingden blir 20/||7|| = 20/4/50 = 2v/2.
b) En normal till H, dr n = [3 4 —5]T. En riktningsvektor for linjen ¢ dr v =
[3 0 5] " Vi har att vektorn

3 5 12
m=nxv=1|4]|x|[0] =1-34
-5 3 —20

ar en normal till det sokta planet H. Planet H gar genom origo, och ddrmed har vi att en
ekvation for H dr 6x — 17y — 10z = 0. ]
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DEL B

4. Visa foljande pastaenden. 4p)
(a) Losningsmingden till ett homogent ekvationssystem i n okédnda dr ett delrum i R™.
(b) Ett delrum i R" dr I6sningsméngden till ett homogent ekvationssystem i n okédnda.

Losning. a) Ett homogent ekvationssystem kan vi skriva som AX = 0 didr X en matrisen
med okénda, och A idr koefficientmatrisen till systemet. Vi har att X = 0 &r en 10sning.
Om X och Y ér losningar har viatt A(X +Y) = AX + AY = 0sa X + Y ér en Isning.
Och om ¢ &r en skalér har vi att A(tX) = tAX = t0 = 0, sa tX dr ocksa en 16sning. Vi
har nu visat att 10sningsméngden &r ett delrum.

b) Lat W vara ett delrum i R™. Lat matrisen A vara sadan att dets kolumner bildar en bas
for delrummet W+, dvs en bas for ortogonala komplementet till 1W. D3 vill I6sningarna till
det homogena ekvationssystemet A7 X = ( vara méingden (W=)+ = W. D4 kolumnerna
i A #r vektorer ér i R™, vill ekvationssystemet A7 X = ( ha n styck okiinda variabler. [J
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5. Pa vektorrummet P; av polynom av grad < 3 har vi indreproduktstrukturen
1
f9= / fgdt.
-1

Lat S: Py — Py vara avbildningen S(f) = 5proj, (f) — 2f didr V ér delrummet som
spénns upp av vektorerna 1 + 2t + t2 och ¢ + % + 3¢3.
(a) Bestdm matrisrepresentationen D for avbildningen .S med avseende pa nagon bas
av egenvektorer (basen /3 behover inte bestimmas). 2p)
(b) Ar avbildningen S ortogonalt diagonaliserbar? 2p)
(c) Basen + definieras genom att lata

vara Overgangsmatrisen fran basen -~ till basen  fran uppgift a). Lat A vara ma-
trisrepresentationen for S i basen «. Bestim en av foljande fyra matriser P~*AP,
PAP~1, P7'DP,eller PDP~!. (Ange vilken du viljer.) 2p)

Losning. a). Vektorerna som spanner upp V' ér linjdrt oberoende, sa V' har dimension
tvd. DA P; har dimension fyra blir ocksd V* tvi-dimensionell. Vi kan hitta en bas 3 =
{f1, f2, 91,92} déir f1, fo ér en bas for V, och gy, g, ér en bas for V+. For fi V har
vi att S(f) = 5projy (f) —2f = 5f — 2f = 3f. Och for f i V= har vi att S(f) =
5projy (f) —2f = 0 — 2f. Detta betyder att matrisrepresentationen for S i basen /3 blir
matrisen

300 0
p- 4L 1],
00 0 —2
b) Ja, avbildningen dr ortogonalt diagonaliserbar. Vi kan hitta en ON-bas for 1/, och en
ON-bas foér VV+. Detta ger oss en ON-bas av egenvektorer for Ps.
c¢) Informationen vi har ger det kommutativa diagrammet av matriser och matrismultip-
likation
Vs 2=V
A
vy - vy

Om vi nu viljer att bestimma PAP~! si har vi att detta &r matrisen D som vi bestdmde i
a). O
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6. Lat M vara en (4 x 3) matris, och 14t V' C R* vara det linjira holjet av kolumnerna i M.
Vi definierar vektorn 7 i R* som

7= (M) = [det(M;) —det(My) det(Ms) —det(My)],

ddr M; dr matrisen vi far nér rad ¢ tas bort fran matrisen M (i = 1,2, 3,4).
(a) Visa att vektorn ¢ dr ortogonal pa V. 2p)
(b) Visaatt v # 0 om dim (V') = 3. 2p

Lésning. a) Lt = [a b c d]T vara en godtycklig vektor i R*. Utoka matrisen A/
till en (4z4)-matris M’ dér var nya vektor dr forsta kolumn. Determinanten till denna nya
matris utvecklar vi langs med forsta kolumn, och detta ger

det(M') = adet(M;) — bdet(Ms) + cdet(Ms) — ddet(My) = 7i - 0.

Om vektorn 72 viljs fran delrummet V' har vi per definition att kolumnerna i matrisen M’
ar linjdrt beroende, och da vet vi att determinanten det(M’) = 0. Detta giller for alla
vektorer 771 V, och foljdaktligen &r vektorn ¢’ ortogonal pa V.

b) Om dimensionen till V' dr 3 da &r kolumnerna i matrisen M linjirt oberoende. Vilj
nu en vektor 77 som tillsammans med kolumnerna i M utgor en bas for R*. D& vet vi
att determinanten till matrisen M’ &r noll-skilld. Speciellt har vi da att 77 - ¥ # 0, vilket
omdjliggor att vektorn ¢ skulle vara noll vektorn. U
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7. Fibonaccisekvensen 0, 1, 1, 2, 3, 5, ...definieras rekursivt som f,, = f,_1 + f,_o, dar
fo=0o0ch f; = 1. Visa att
1 (1t (1-a)

for alla n > 0, dir o = /5. (6 p)

Ldsning. Matrisen A = [(1) ﬂ ar sadan att

fn—l _ fn _ fn
A |: fn :| B |:fn+1:| B |:fn+1:| .

In } = A" {ﬂ Vi borjar med att diagonalisera A. Matrisen A har

fn+1
karakteristisk polynom det(\] — A) lika med \> — X\ — 1. Egenviirden ges av A> — A —1 =

(A—=3)* =2 = 0, med andra ord j:\/T5 +1 = (1 £ a)dir o = /5. D& matrisen
A dr symmetrisk vet vi att egenrummen dr ortogonala linjer. Lat F; vara egenrummet

tillhdrande egenvirdet (1 — ). D4 ges E; som nollrummet till matrisen

[%(1 — ) -1 } '

-1 f(l—a)—1

Detta betyder att [

Vi vet att raderna dr linjdrt beroende, och det foljer att egenrummet £ ges av ekvationen
(1 — a)x — 2y = 0. Vi har ddrmed att i matrisen

2 -«
P:[l—a —2}

vill forsta kolumn vara en bas for E, och andra kolumn utgor en bas for Es. Vi later
kolumnerna bilda en bas av egenvektorer. Vi har att P dr 6vergangsmatrisen fran den
givna basen av egenvektorer till standardbasen, vilket ger att A» = PD"P~!, diir

=g {(1 W 1 fa)"]

och dir

P 1 {( 2 (1—04)]‘

gETr] [T
I uttrycket for P~! har vi anvint att determinanten till P dr
det(P) = —4 — (1 —a)®* = —10 + 2a = 2a(1 — a).
Vi beridknar

Drpt = —1 1 [ 2(1 — )" (1— a)”ﬂ}

2a(1—a) 2" [((1-a)(1+a)" —2(1+a)"|
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Da vi dr interesserad av f,, som altsa ar forsta komponent i A™ - { } behover vi enbart

1
bestdmma koefficient (1,2) i matrisen A" = PD"P~!. Denna dr

11 il w10+ (d—oa)
pa =y 20—t 20— a)] = S - S




