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Tentamen bestar av nio uppgifter som vardera ger maximalt fyra podng. Del I utgors av de
tre forsta uppgifterna som testar formagan att 16sa grundlaggande problem. Del II utgors av de
tva foljande uppgifterna och testar begreppsforstaelse och kunskap om satser och samband. De
fyra sista uppgifterna utgor del III och testar formagan att 16sa mer avancerade problem och dr
avsedda framst for hogre betyg. Bonuspoidng av typ I adderas till erhallna podng pa del I och
bonuspoing av typ II adderas till erhallna poing pa del II. Det gar dock inte att fa mer dn 12
respektive 8 poing pa dessa delar. Betygsgrianserna vid tentamen kommer preliminirt att ges av
foljande tabell dir kolumnerna anger poidnggrins for respektive del/hela skrivningen.

Del | Poing | Innehall Fx E D C B A
I 12 | Grundldggande problem | - - - - - -
II 8 | Begrepp och satser 4 4 4 6 6 6
I 16 | Avancerade problem - - - - - -
hela 36 11 12 18 22 26 30

Till exempel krivs for betyg C minst 22 poidng totalt varav 6 poing pa del II.

For full podng pa en uppgift krivs att 16sningen &r vil presenterad och létt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva podng.

DEL I - GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat V' = C[z] vara vektorrummet av polynom med komplexa koefficienter. Lat L: V' —
V vara operatorn som ges av L(p(z)) = (z — 1)(p(z) + p(—z)).
(a) Bestdm en bas for kidrnan ker L och en bas for bilden im L. 2p)
(b) Ar V en inre direkt summa av ker L och im L? 2p)

2. Lat V' = C|x]<4 vara vektorrummet av polynom av grad < 4 med komplexa koefficienter.

Ge V den inre produkten (p(z)|q(z)) = p(0)q(0) + p'(0)¢'(0) + -+ + p®(0)g™®(0).
Bestim alla a, b € C sadana att operatorn L: V' — V, som ges av L(p(x)) = p(azx + b),
4r sjilvadjungerad. 4p)

011
(a) Bestdam singuldrvirdena till A. 2p)
(b) Bestdm hoger- och vinstersinguldrvektorer till det storsta singuldrvirdet. 2p)

3. Betrakta den komplexa matrisen A = L O} .
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. Lat V vara ett dndligtdimensionellt komplext inre produktrum och lat W C V vara ett

delrum.
(a) Definiera det ortogonala komplementet W=. 1p)
(b) Givet en ortonormal bas by, ..., b, for W, ge en formel f6r den ortogonala projek-
tionen pa W. (1p)
(c) Visaatt V = W @ W ir en inre direkt summa. 1p)
(d) Ge ett exempel pa ett vektorrum V/, ett delrum W och tva inre produkter pa V' som
ger olika ortogonala komplement 11/ +. 1p)

5. Lat V vara ett andligtdimensionellt vektorrum och 1at S och T vara operatorer pa V.
(a) Vad innebir det att S och T' kommuterar och vad innebér det att de &ar samtidigt
diagonaliserbara? (1p)
(b) Vilket/vilka samband géller mellan egenskaperna i (a)? (1p)
(c) Visa att om V dr ett komplext inre produktrum och S och 7' dr kommuterande och
sjdlvadjungerade sa finns en ortonormal bas till V bestaende av egenvektorer till bade
SochT. 2p

DEL IIT — AVANCERADE PROBLEM

6. Lat n vara ett positivt heltal. Lat V' = C|[z|<,, vara vektorrummet av komplexa polynom av
grad < n. Bestdm Jordans normalform till operatorn L: V' — V' som ges av L(p(x)) =

p(x+1) = p(x). 4p)

7. Betrakta "Fibonaccis” talfoljd x1 = 1, zo = 1 och 49 = x,, 11 + 2, fOrallan > 1 men
ddr talen xy, zo, . .. tillhor den dndliga kroppen Z/57. Vad &r x9p2? 4p)

8. Lat A och B vara komplexa 2 x 2-matriser. Antag att A har egenvérdena 0 och 1 och B
har egenvirdena —3 och 3. Bestdm alla mojliga egenvérden till A + B om:

(a) AB = BA, (1p)
(b) A och B ir godtyckliga, 2p)
(¢) A och B ir Hermiteska. 1p)

9. Lat L: M, — M,, vara operatorn pa vektorrummet av reella n X n-matriser som
ges av L(A) = A — AT + tr(A)I. Bestim minimalpolynomet och det karakteristiska
polynomet for L for varje positivt heltal n. 4p)




