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DEL I - GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. (a) Definera vad som menas med att f : [a,b] — R dr vixande. (1p)

(b) Lat
ceF—1 —-1<x<0
flx) = {—x2+d 0<x<1

For vilka ¢ och d dr f kontinuerligi [—1,1]? 2p)
(c) Latc = d = 1. Ar sidant f vixande i [—1,1]? 1p)

Losningsforslag. a) Kolla i hiftet.

b) For varje ¢ och d, ce* — 1 och —x? +d ir kontinuerliga funktioner (som sammansitt-
ning av elementdra funktioner). Dirfor, kontrollerar vi kontinuitet i 0, dvs, vi kontrollerar
for vilka ¢ och d vi har att

lim = lim .
x—0~ f(X) x—0t f(X)

Vi har lim,_,- f(x) = lim,_,y (ce* — 1) = ¢ — 1, och lim,_,+ f(x) = lim,_,q+ (—x* +
d) = d. Dirfor: niar c — 1 = d, da ér f kontinuerlig i [—1, 1].

¢)Nirc=d = 1, forx € (0, 1), funktionen f(x) = —x?+ 1 dr avtagande for att derivatan

ar —1 dvs, negativt. Darfor, f kan inte vara vixande i [—1, 1].
O



2. (a) Definera Vad.som menas med att a ir en inflexionspunkt till funktion g(x). 1p)
(b) Lat g(x) = €™, x € [-%, Z]. Undersok pa vilka intervall g(x) dr konvex resp. konkav.
Ange ocksa eventuella inflexionspunkter. 3Bp

Losningsforslag. a) Kolla i hiftet.
b) Vi beridknar derivatan:

g’ (x) = 8™ cos? x + e (—sinx) = e (cos’ x — sinx) = e""¥(1 —sin®x — sinx).

For alla x, ¢%™ dr positiv, dérfor har vi att tecknet av g” beror pa tecknet av 1 — sin® x —
sinx. Lt r = sinx. Kvadratisk ekvation 1 —¢? —¢ = 0 har tv4 olika l6sningar: ; = ’1%‘6
ochn, = _1%6, och 1 — 2 —¢ ir positiv i (¢1,72) och negativ i (—oo,t;) och (tp,0). Fér
att sinx € [—1,1] ocht; < —1 <1, < 1, d4 har vi att 1 — sin® x — sinx @r positiv for sinx €
(—1,22) och 1 —sin®x—sinx dr negativ for sinx € (f,1). Férx € [ %, Z] dr sinx invertebar,
2x —sinx dr positiv for x € (— % arcsin(2))

x — sinx dr negativ for sinx € (arcsin(r), 7).

med inversen arcsin funktionen. Darfor: 1 — sin

och 1 —sin?

Svar: g(x) har en inflexionspunkt i intervallet [—7, 7], den punkt ér ¢ = arcsin(*l%ﬁ).

g(x) dr konvex i (—7,c) och konkav i (c, 7). -



3. (a) Definera vad som menas med Maclaurinpolynomet p,(x) av funktion f(x).

(1p)
(b) Bestim Maclaurinpolynomet p3(x) av funktion f(x) = In(1+ 2x). (1,5p)
(c) Anvind Maclaurinutvecklingar for att berdkna grinsvérdet
lim In(1 —|— 2x) — 2x.
=0 sin(x?)
(1,5p)
Losningsforslag. a) Kolla i hiftet.
b)
f(x) =1n(1+2x).
f(x)=2(1+2x)"1.
f(x) = —4(142x) 2.
" (x) = 16(1 +2x) 3.
Dirfor: £(0) =0, /(0) =2, /(0) = —4, f”(0) = 16. S& p3(x) = 2x — 2x> + 5x°.
c)
fm In(1 + 2x) —2x _
x=0  sin(x?)
L2 -2+ §x3 +0(x*) —2x
lim —— =
X0 sin(x?)
L =2+ %x3 +0(x")
lim ) =
x—0 sin(x?)
24 8x4+0(x?
fim 2T OW)
=0 sin(x?)
x2
dir vi anvinder lim;_,q %m =1 och lim,_,o O(x?) = 0.
(Kom ihag det O(x*) hir betecknas en funktion sadant att |O(x*)| < M|x*| for nigot

positiv M och alla x 1 en omgivning av 0. Dérfor: %’f) = O(x?). Kolla pa exempel 9.3 i

hiftet.) U



4. (a) Om f &r kontinuerlig funktion pa intervallet [a,o0), vad menas med att integralen
[:7 f(x)dx konvergerar? (1p)
(b) Konvergerar eller divergerar den generaliserade integralen

o dx
/2 (\/;+1)\/x2—+2?

(1,5p)
(c) Konvergerar eller divergerar den generaliserade integralen
1
* e Vx 1
In(1+—)dx?
| g+
(1,5p)
Losningsforslag. a) Kolla i hiftet.
. o 1 . e o .

b) Funktionen f(x) = Ve o positiv i intervallet [2,00). Vi observerar att /x +

1 > /x och vVx2+2 > x1iintervallet [2,o0), ddrfor

[NST|98]

1
f(x)ﬁm:x

0 - . o _3 .. e e TP
Fran satsen i hiftet har vi att [,”x~2dx konvergerar for att % > 1. Dérfor, enligt jimfo-
relsesatsen, har vi att [, f(x)dx dr ocksa konvergent.
c¢) Hir anvinder vi den andra jimforelse satsen som anvinder griansvirde:

1

eVt In(1+1)

X

<

lim ——————=1,
X—ro0 — =
Vx X
dir vi anvédnder foljande standard griansvirden: lim,_,q w (medt = %) ochlim,_,ge' =

1 (medt=-1).
v e
Som i del b, [5 ﬁidx konvergerar, dirfor enligt jamforelsesatsen, [~ % n(1+ %)dx

ar ocksa konvergent.
O
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5. Bestim den funktionskurva y = f(x) som gar genom punkten (4,6) och har foljande egen-
skap: kurvans tangent i en godtycklig punkt (a, f(a)) skir x axeln i punkten (—a,0).

(4 p)
Losningsforslag. Ekvation av tangent till funktionskurva y = f(x) i punkt (a, f(a)) &r:

fl@)(x—a) = (y— f(a)).

Om punkten (—a,0) ligger pa tangenten, detta betyder att nir vi sétter x = —a och y =0 i
tangentens ekvation, da har vi likhet:

f'(@)(—a—a)=(0—f(a)).
Det foljer att

2af'(a) = f(a).

Det dr en separable differential ekvation som vi 18ser genom integration:

df _ da
" 2a

g
f ) 2a

1
In|f| = Eln|a|—|—C, CeR
Vi tar exponentialfunktion av bade vinster och hoger sidan av ekvation, sa har vi:

f1=lal2C1, €1 = €€ € (0,%)
detta betyder att

£(a) =d|2Cy, C»=+C) €R
Vi ocksa vet att funktionskurva passar genom punkten (4,6), dvs:

6= f(4)=42C, = 2C;
vilken ger att C; = 3.
Svar: f(x) = 3\x\%.



DEL II — AVANCERADE PROBLEM

6. (a) Formulera och bevisa Analysens huvudsats. 4p)
(b) Bestidm alla kontinuerliga funktioner y sadana att

= —2—1—/ )cos(2t)d

2p)

Losningsforslag. a) Kolla i hiftet.
b) Antag att y(x) = —2+ [ y(¢)cos(2¢)dz. Vi tar derivatan av bade vinster och hoger
sidan och sa har vi:

dy d [*
t 2t)dt.
== [yeos)
Enligt Analysens huvudsats:

4 /xy(t) cos(2t)dt = y(x) cos(2x).

dx Jo
dy

Dirfor har vi differential ekvation: 5 = y(x)cos(2x), som &r en separable differential
ekvation. Vi skriver den i formen:

d
D cos(2x)dx
y

/% = /cos(2x)dx

1
In|y| = —51n(2x)+C CeR

och vi integrerar:

Dirfor:

Vi tar exponential funktion av bade vénster och hogre sidan:
ly| = 22 ) =€ ¢ (0,00).
Dirfor
y(x) = ez e, 0 = £0) € R.

Frén y(x) = —2+ [5 y(¢) cos(2t)dt, vi ser att y(0) = —2 for att [3 h(x) = 0 for varje funk-
tion h. Dérfor
—2=y(0) = 25O, = .

Svar: y(x) = —e2sin(2x) O



7.  (a) Bevisa foljande satsen:

Lat f vara kontinuerlig funktion. Om llII(l) %) = L > 0, det finns 6 > 0 sadant att
X— X
|f(x)| <2L|x| forallax € (—6,0)U(0,9). 2p)
(b) Funktion f defineras for alla reela tal av
1 t 2t nt

t) = lim — — — 4 —).

f(t) ngrolon(cosn+cosn+ —l—cosn)
Bevisa att f dr en kontinuerlig funktion. 4p)

Losningsforslag. a) Enligt definition av en grinsvirde har vi att hm @ = L implicerar:

—L|<e.

For varje € > 0 det finns § > 0 sadant att for varje x € (—0 5)
Sista olikheten implicerar: H@\ — L| < € (enligt standard ohkheten Ha\ —1b|| < |a—Db)),

som ocksa implicerar |%| — L| < €. Darfor har vi
[1f ()] = Lix]| < ]

, for att [x| > 0 (sa kan vi multiplicera olikheten med |x|).
Nu viljer vi € = L och vi anvinder motsvarande §. Sa har vi: for alla x € (—6,6) \ {0},

0 < [f(0)[ = Lix| < Lix,

vilken implicerar att | f(x)| < 2L|x|.
b) For att visa att f dr kontinuerlig, vi ska kolla pa f(z + h) — f(¢) for valfri ¢ och sma h.

kt
|f(t+h)— ]<11_r>r3°nk2| ) cos;]
L kt kh kt . kh kt
<lim — )" |cos — cos — — sin — sin — — cos —|
I’l—>°°]’lk n n n n n
1 & kt kh kt . kh
< lim — Z|cos—(c0s——1)—sin—sin—\
n—eo p n n n
1 kt kh kt kh
< lim — Z|c0s—||cos——1|—|—|s1n—|]s1n—\
ALy =
“ kh
< e i
r}glgon2|cosn 1|-|—|s1n |

Vi ska anvinda olikheterna |sinx| < |x|, och |cosx — 1| < |x|. Bade tva &r enkelt att visa
genom att skissa funktionerna sinx, 1 — cosx, x. Man kan ocksa visa olikheterna genom
att kolla pa derivatan. Till exempel, for x > 0, funktion f(x) =x— (1 —cosx) har derivatan
1 — sinx, som ér alltid storre eller lika med 0. Detta betyder att f(x) dr vixande i [0,o0).
For att f(0) =0 och f dr vixande i [0,00), det f6ljas att f(x) > 01 [0,0). Detta betyder att
x—(1—cosx) >0 och sé dr x > 1 — cosx. P4 samma sitt olikheten foljer pa (—ee,0].



Darfor har vi att

Ft+h)— £(0)] < lim + Z|—| 4

n—eon

< lim — Z 2k’h‘

n—eon (=

<2|h| im k
||1wnzz

1 1

20| lim 1n(n+1)
n—eop? 2

Sé har vi att for varje t: | f(t+h) — f(¢)| < |h|. Dirfor, for varje ¢, limy, o (f(t+h) — (1))

0, vilken betyder att f dr kontinuerlig 1 punkten 7.

= |hl.

o
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8.  (a) Bevisa att om f(x) dr kontinuerlig pa [a,b] och f'(x) > 0 pa (a,b) s &r f stringt

vixande pa [a, D). 4 p)
(b) Visa med exempel att ingen av de tva forutsittningarna i satsen i del (a) kan strykas.
2p)

Losningsforslag. a) Kolla i hiftet.

b) Konstant funktion g(x) = 1 dr exempel av kontinuerlig funktion som har derivatan som
ar INTE positiv, och g dr vixande men inte striangt vixande. Detta dr exempel visar att
forutsittningen f(x) > 0 inte kan styrkas.
Lat h(x) = x, nédr x € (0,1] och 2(0) = 1. D4 har vi att #'(x) = 1 > 0 for alla x € (0, 1],
men f #r inte kontinuerlig i O for att lim,_,o+ A(x) = 0 # h(0), och h(x) ir inte vixande
for att 0 < % men h(0) =1 > % = h(%) Detta exempel visar att forutséttningen " f(x) &r
kontinuerlig pa [a, b]"inte kan styrkas.

O



