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DEL I — GRUNDLAGGANDE PROBLEM
1. For en inverterbar n x n-matris A kan vi definiera en avbildning

La: M, ,(C) — M, ,(C)
genom L4(X) = AXA™L

(a) Visaatt L 4 r linjar. (1p)
(b) Visa att 1 dr ett egenvirde for L 4 for alla inverterbara matriser A. 1p)
(c) Bestdm den geometriska multipliciteten for egenvirdet 1 for L 4 for matrisen
1 2
A= [_2 J |
2p)
Losningsforslag.

(@) Viharatt Ly(X+Y)=AX+Y)A ' = AXA '+ AY A = Lo(X)+ L4(Y) pa
grund av associativa och distributiva lagarna for matrismultiplikation. For en skalar
khar viatt Ly(kX) = A(kX)A ™' = kKAXA™! = kL 4(X) eftersom multiplikation
med skaldr kommuterar med matriser.

(b) Viharatt L,(I) = ATA™! = I, sd I #r en egenvektor med egenvirde 1. Aven A ir
en egenvektor med egenviirde 1 eftersom L4(A) = AAA™! = A.

(c) Vi har att den geometriska multipliciteten dr minst 2 eftersom {I, A} &r linjirt obe-
roende egenvektorer med egenvirde 1. En egenvektor med egenvirde 1 uppfyller
AXA™! = X, dvs AX = XA. Matrisen A ir diagonaliserbar dver C eftersom
det karaktiristiska polynomet pa(z) = 2% — 2z + 5 = (x — 1) + 4 har tva olika
nollstdllen. Vi kan alltsd diagonalisera A och ekvationen AX = X A kommer att ges
av DY =YD, dvs

A Oy ve| _ (v vz| (A O
0 Ao |y21 Y22 Yyar Y| |0 Ao
som ir ekvivalent med
(>\1 - )\2)1/12 = ()\1 - )\2)y21 =0.

Eftersom egenvirdena ér olika &dr 16sningsrummets dimension 2, vilket dr den geo-
metriska multipliciteten for egenvirdet 1.
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2. Anvind matriser for att bestimma losningen till den linjdra rekursionen
Tpto = 2xn+1 — Oy, n >0
med begynnelsevirden zy = 0, x; = 1. 4p)

Tnt1

n

2 =5
S
Det karaktiristiska polynomet dr p4(z) = 2 —2x+5 = (x —1)* +4 = (z — 1 — 2i)(z —
1 + 2¢). Egenvirdena dr 1 + 2¢

£ — {1—;21’1, £ — {1—12217

Vi kan uttrycka den allménna 16singen som y,, = a3 (1 + 2i)"€; + as(1 — 2i)"&5. och vi
bestimmer koefficienterna med begynnelsevillkoret

1+2i 1-2i| [au] _[1
1 1 _062 10

HEEas
(14 20)" — (1 — 20)"
49 '

Losningsforslag. Vi latery, = { } och skriver rekursionen som y,,,; = Ay, dir

vilket ger

Losningen blir ddrmed z,, =

1+20)" —(1—2¢)"
Svar. z,, = (1+20) 4,( ) ,forn > 0.
i
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3. Lat V = R3 och W = V @ R. Den den bilinjira avbildningen ®: V' x V — W som
ges av kryssprodukt och skaldrprodukt genom ®(x,y) = (x X y,x -y) ger upphov till en
linjir avbildning L: V@ V. — W.

(a) Bestdm rangen av L. 2p)
(b) Bestdm en bas for ker L. 2p)
Losningsforslag.

(a) Dimensionen for V@V dr 3-3 = 9 och dimensionen for W ar 3+ 1 = 4. Rangen &r 4
eftersom L ir surjektiv. Detta kan vi se genom att se att L(e; ® e3) = (e1,0), L(es ®
e;) = (e2,0), L(e; ® e2) = (e3,0) och L(e; x e;) = (0,1).

(b) Eftersom L har rang 4 dr dimker L = 9 — 4 = 5. Vi kan hitta fem linjért oberoende
element i kdrnan genom

Lie;®e; —e3® e3)
Lie; ® e; — e3 ® e3)
)
)

ococooco
NEASACACAS

Liet®@e;+e,®e
L(e2®e3+eg ®82
Lei®es+e3®e) =

Dirmed dr {e; ® e —eg®e3, €20 e —e3R ez, e Rey+ ey e, e Qe;+e3®
e,e; ®e3 + e3 ® ex} en bas for ker L.

AN AN AN AN N

Svar.
(2) tk(L) = 4.
(b) {e1®e;—e3Re;3,es0e3—e3Re;, e1Rer+eRe, e;Re;+es®er, eae;+e;Res}
en bas for ker L.
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. (a) Formulera isomorfisatsen for linjdra avbildningar L: V' — . 1p)
(b) Anvind isomorfisatsen for att visa att V/W = k* om V = k[z] och

W = {z’p(z): p(z) € k[z]}.

(1p)
(c) Bevisa isomorfisatsen. 2p)

Losningsforslag.

(a) For en linjdr avbildning L: V' — W giller att im(L) = V/ ker(L).

(b) Vi bildar den linjéra avbildningen L: V' — k? genom L(p(x)) = (p(0), p'(0)), for
p(x) € klz]. Kdrnan for L dr {p(z): p(0) = p’(0) = 0} = W och bildrummet &r
im(L) = k? eftersom L(1) = (1,0) och L(z) = (0,1). Alltsd ger isomorfisatsen att
V/W = k2.

(c) Vi defininerar en linjdr avbildning ®: V/ker(L) — W genom ®(x + ker(L)) =
L(x). Detta dr vildefinierat eftersom x + ker(L) = y + ker(L) om och endast om
L(x) = L(y). Den dr linjér eftersom {®(x + y + ker(L)) = L(x +y) = L(x) +
L(y) = ®(x+ker(L)) 4+ ®(y + ker(L)) och ®(a(x+ker(L))) = L(ax) = aL(x) =
a®(x + ker(L)). Den ér injektiv eftersom ker ® = {x + ker(L): L(x) = 0} =
{ker(L)} och bildrummet dr im(®) = {®(x+ker(L): x € V} = {L(x): x € V} =
im(L). Alltsa ger ¢ en isomorfi mellan V// ker(L) och im(L).
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5. (a) Definiera begreppet inre produkt for ett komplext vektorrum. 1p)
(b) Ge exempel pa ett odndligdimensionellt inre produktrum. 1p)
(c) Bevisa Cauchy-Schwartz olikhet for reella inre produktrum. 2p)
Losningsforslag.

(a) En inre produkt pa ett komplext vektorrum V" dr en positivt definit Hermitesk seskvi-
linjér form (-|-)V' x V' — C. Det innebir att
e (x|x) > 0forx # 0,
o (xly) = (y[x),
o (xly1 +2) — (xly1) + (xly2)
o (x|ay) = a{x|y). -

(b) C[0, 1] med inre produkt (f|g) = [ f(£)g(t) dt.

(c) For x ochy i ett reellt vektrrum har vi att 0 < |x+ty|? = (x+ty|x+ty) = (x|x) +
2t(x|y + t*(yl|y) for alla t. Det innebiir att diskriminanten for andragradspolynomet
maste vara hdgst noll, dvs |x|?|y|?> > [(x|y)|?. Detta ger Cauchy-Schwartz olikhet,
dvs [(xy)| < [x][y]-
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DEL III — AVANCERADE PROBLEM

6. Lit IF, vara kroppen med ¢ element dir ¢ dr en primtalspotens. Bestim antalet matriser i
M, »(F,) som har rang 1 for positiva heltal m och n. 4 p)

Losningsforslag. En matris av rang ett kan skrivas som A = xy” dir x € [, ochy € F"
ar nollskilda vektorer. Det finns (¢" — 1)(¢™ — 1) val av sddana par, men en omskalning
av x med en faktor a och y med en faktor ! ger samma matris for alla nollskilda a i F,,.
Dirfor finns det (¢" — 1)(¢™ — 1)/(¢ — 1) matriser av rang 1 i M,, ,,(F,).

Svar. Det finns (¢" — 1)(¢™ — 1)/(¢ — 1) matriser av rang 1 i M,, ,(F,).
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7. For en en n X n-matris A kan vi bilda en 2n x 2n-matris B genom

A T
B- [_ ; A] |
Visa att minimalpolynomet ¢p(x) dr en faktor av g4 (z+1i)ga(x —1) foralla A € M,, ,(R),
ddr g4 (x) dr minimalpolynomet for A. 4 p)

Losningsforslag. Vi kan konjugera med matrisen
I, I,
@= [i[n —Un]

Sy A+l 0
© BQ—[ 0 A—i]n]

For p(x) dr ett polynom som uppfyller att p(A) = 0 far vi ddrmed att

och far

: oy [p(A+2il,) 0 | (p(A) 0
(B +ilon)p(B = ilan) = [ 0 A) 0 p(A 21,
p(A + 2il,,) 0 _ 0
- 0 p(A-— 2@] e
Eftersom minmalpolynomet for A uppfyller att g A(A = 0 och minimalpolynomet for

B delar alla polynom p(z) som uppfyller p(B) = 0, drar vi slutsatsen att ¢z(x) delar
pa(x +i)pa(z —1).

8. Matrisgruppen SU;(C) bestar av all unitéra 2 x 2-matriser med determinant 1. Bestidm ett
delrum V' C M, 5(C) sadant att exp(V') = SUy(C). 4 p)

Losningsforslag. Det dr kint att exp(i.X ) dr unitdr om X dr Hermitesk. Hermiteska matriser
dr ortogonalt diagonaliserbara med reella egenvirden. For att det exp(iX) = 1 maste
summan av egenvirdena vara noll. Lat

V = {X € My(C): tr(X) = 0och (iX)| = iX} = Span { [_01 (1)} , V) 0} , [S é} } .

—1

Vi har nu att exp(V') € SUy(C). Det aterstar att visa att varje unitdr matris A med de-
terminant 1 ligger i bilden. Efter ett orgononalt koordinatbyte kan vi utga fran att A dr en

diagonalmatris pa formen
e {exp(i@) 0 }

0 exp(—i6)

och vi har att

o ([3]) =[5 ol
och [@09 _20} %

Svar. V = {X € M,(C): tr(X) = 0 och (iX)' = iX} = Span { {_01 (ﬂ , {8 _OJ , {?

l
0

1)
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9. Bertrakta matriserna

110100 111111
101010 111111
A=lo1 100 1] P B=l1 11111
000111 111111
Visa att Moore-Penrose-inversen av A ges av
At = tai_lpi
2 6

(4 p)

Losningsforslag. Eftersom BB och A' A dr symmetriska matriser som kommuterar s finns
en gemensam egenbas B for R®. P4 samma sitt har BBT och AAT en gemensam egenbas
C for R*. Om vi anviinder dessa for singulirvirdesuppdelning far vi

V6 0 0 0 00 V24 0 0 0 0 0
0 v2 0 0 00 |0 00000
A= 1g 0 v2 0 0ol M == 0 00000

0 0 0 V200 0 00000

Vi har att ¥4+ = X7 och
- ) ] o )
v Vo0l V6 0 0 0 000
0 & 0 0 v2 0 0 0 000
A 0 0 0 I 210 0 0 V2 0 00 0 274 7B
0 0 0 0 0O 0 0 0 0 00 0
0 0 0 0 0 0 0 0] |0 00 O]

Ett alternativ &dr att anvinda en sats ur materialet om singulidrvidrdesuppdelning och
pseudoinverser som s#ger att A™ dr den unika I3sningen till de fyra ekvationerna

AXA=A, XAX =X, (XA)'=XA, och (AX) =AX
Vi kan berikna alla dessa produkter och se att den givna matrisen uppfyller dessa.

Ett tredje alternativ &r att berdkna singuldrvardesuppdelningen av A, men det kraver en

anvandning av Gram-Schmidt for att hitta en ortogonal bas for egenrummen av dimension
3tlll AAT och ATA.



