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DEL I – GRUNDLÄGGANDE PROBLEM

1. (a) Beräkna y(2) då y(1) = 9 och xy
0+ y lny = 0, då x > 0. (3 p)

(b) Låt y(x) beteckna en lösning av ekvationen xy
0+y lny = 0. Undersök om graf av y(x)

har en horisontell asymptot. (1 p)
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ln | lny|= ln |x|�1 +C, C 2 R
| lny|= e

C|x|�1

| lny|=C1|x|�1
, C1 > 0

lny =±C1|x|�1
, C1 > 0

lny =C2|x|�1
, C2 6= 0

y = e

C2

|x| , C2 6= 0

Sedan observerar vi att om y(x) = 1,x > 0 är konstant funktion som har derivatan 0 och

uppfyller xy
0+ y lny = 0.

Därför, allmänna lösning (då x > 0) är

y(x) = e
C3

x , C3 2 R.

Om x = 1 och y = 9 då har vi att

9 = e
C3 , så beräknar vi C3 = ln9.

Därför den partikulär lösning som uppfyller y(1) = 9 är: y(x) = e
ln9

x . För x = 2 då blir

det y(2) = e
ln9

2 = e
ln3 = 3.

(b) Vi beräknar gränsvärde:

limx!• y(x) = limx!• e
C3

x = 1, för att limx!•
1

x
= 0, e

0 = 1, och exponential funktionen

är kontinuerlig.

Därför graf av lösningen har linjen y = 1 som en horisontell asymptot.
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2. Bestäm ett polynom P(x) av högst tredje graden, sådant att funktionen

f (x) =

8
><

>:

sinx, x < 0

P(x), 0  x  1

lnx, x > 1

blir deriverbar. Motivera ditt svar. (4 p)
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3. Undersök konvergens/divergens av:

(a)

Z +•

1

dx

x2 + x�2
och

Z +•

2

dx

x2 + x�2
. (2 p)

(b)
n=•

Â
n=2

arctann

n2 +n�2
.

(2 p)
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4. Låt a vara ett reel tal i intervall (0, p
2
). Låt V (a) beteckna volymen av den kropp som fås

då området mellan kurvan y = | tanx| och x-axeln, för �a  x  a, roteras ett varv kring

y-axeln. Beräkna V (a) och lim
a! p

2
�

V (a). (4 p)
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5. Låt

f (x) =

(
(x+2)ex, �4  x < 0

x
2 �4x+2 0  x  3

(a) Undersök om funktionen f har något största och minsta värde och bestäm i så fall

dessa. (3 p)
(b) Är f deriverbar? Motivera ditt svar. (1 p)

Lösningsförslag. ⇤
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DEL II – AVANCERADE PROBLEM

6. (a) Bevisa att om f (x) är kontinuerlig på [a,b] och f
0(x) < 0 på (a,b) så är f strängt

avtagande på [a,b]. Stämmer det att om f är strängt avtagande på [a,b] och deriverbar

på (a,b) så är f
0(x)< 0? Motivera ditt svar. (4 p)

(b) Är f (x) = 1

x
strängt avtagande i sin definitionsmängd? Motivera ditt svar. (2 p)

Lösningsförslag. ⇤



7

7. (a) Formulera och bevisa Analysens huvudsats. (4 p)
(b) Låt f : [0,•)!R vara en kontinuerlig funktion. Låt A(a) beteckna arean mellan graf

av f och x-axeln, där 0  x  a, a > 0. Anta att A(a) = arctan(a2) för varje a > 0.

Bestäm f och skissa graf af f . (2 p)

Lösningsförslag. ⇤
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8. Anta att f är (n+ 1) gången deriverbar och att f
(n+1)

är kontinuerlig. Låt a 2 R vara en

punkt där f
(n+1)(a) 6= 0. Anta att det finns en funktion q : (�1,1) ! (0,1) sådant att f

uppfyller

f (a+h) = f (a)+h f
0(a)+ · · ·+ h

n�1

(n�1)!
f
(n�1)(a)+

h
n

n!
f
(n)(a+q(h)h).

Visa att

lim
h!0

q(h) = 1

n+1
.

(6 p)
Tips. Använd Taylor formel med polynom av grad n och resttermen.

Obs. (�1,1) och (0,1) betecknar öppna intervaller i mängden R av alla reela tal.
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