Losningsforslag till Tentamen i Modern Fysik (SH1014)
14.00-19.00, 2019-04-18, KTH, Stockholm

Betygskriterierna &r féljande:
A:36-40, B:32-35.5, C:28-31.5, D:24-27.5, E:20-23.5, Fx:18-19.5, F:0-17.5

1. Problem:
En fri viteatom befinner sig i tillstdndet (n, 1, m;, ms) = (3,1, —1, %) nir den de-
exciterar till grundtillstandet och emitterar en foton.
a) Vilken véagliangd far den emitterade fotonen? [2 p]
b) Vateatomen far en rekyl pa grund av emissionen. Bestdm dess hastighet (riktning
och fart). [3 p]
Losning:
a) Vikan anvanda Bohrmodellen for att rdkna ut energin pa den emitterade fotonen
eftersom energin i fria atomer enbart bestims av huvudkvvnattalet n. Denna lyder:
E, = —}f;-ﬁev. Fotonens energiges alltsdav F, = F3—E; = —13.6 (3% — 1%) =
12.09 eV. Fotonens vagland blir da: A = g—: = 102.6 nm.
b) Rekylen kan vi berdkna genom att anvéinda bevarandet av rorelsemangd.
pa +py = 0, alltsd py = —p, = —%. Vi kan direkt avgora att det inte kommer
bli relativistiska hastigheter och kan darfor rakna klassiskt for vateatomen: vy =

% = —ﬁ = —3.86 m/s, alltsa i motsatt riktning mot fotonen.

2. Problem:
a) Visa att det relativistiska uttrycket for rorelseenergin Ey 6vergar i det klassiska
uttrycket Ey = %mOUQ vid laga hastigheter. [3 p]
b) En elektron som har fatt hastigheten 0.9 ¢ i en accelerator har en viss kinetisk
energi, Fy. Hur manga ganger hogre blir Ey vid hastigheten 0.99 ¢? [1 p]
¢) Hur stort relativt fel skulle man f om man riknade klassiskt i b)? [1 p]
Losning:
a) Den relativistiska kinetiska energin ges av den totala energin minus viloenergin,

eller: By, = (y—1)moc?, dary = 1/4/1 — Z—; Vid laga energier gar v?/c? mot noll

och vi kan anvénda en Taylor- (eller Maclaurin) utveckling: f(z) = f(0)+ f /1(!0 )yt

%:ﬁ + .... Detta ger for Ej(v?/c?) = moc? (%ﬁ + %%i + ) och om vi be-

C2
traktar sma v kan vi forkasta alla termer utom den forsta, alltsa far vi: £, = %movz.

b) Om vi réiknar relativistiskt far vi: 5% (0.90¢) = 1.29mc?, EZ®(0.99¢) = 6.09mc?.
Kvoten ar 4.7.

Om vi riknar klassiskt far vi: EX (0.90¢) = 0.41mc?, EX(0.99¢) = 0.49mc?. Kvo-
ten ar 1.2.

Det relativa felet kan defininieras pa lite olika sétt, som kvoten mellan kvoterna
(4.7/1.2 = 3.9) eller som +T=12 = 74%. Vi har inte varit petiga pa hur svaret
presenteras.




3. En partikel med massan m befinner sig i en endimensionell potential, U (x). Parti-
kelns vagfunktion kan skrivas:

Az*e % forxz >0
v(z) = {0 forx <0

a) Normera vagfunktionen, dvs bestim konstanten A. [1 p]
b) Bestidm vintevirdet (p?). [3 p]
c) Bestam medelvirdet av partikelns kinetiska energi. [1 p]

Losning:

a) Normering av vagfunktionen ger oss konstanten A genom: 1 = A2 fooo ey =
(’3 5)5; Vi far alltsa att A = (2'1) . Vidare utveckling blir mer meningsfull tillsam-
mans med b och c.

b) Vi séker (p?), som vi far %enom att 1ata rorelseméngdsoperatorn, p = —ih ddw,
verkar i kvadrat: p? = —hzj?,alltsé:< 2y = —h2A2 JS atemon dd > (zte™%) da =
—h2A2 fooo x8e—20z (azxz — 8ax + 12) = 2;‘2
c) Medelvérdet pa den kinetiska energin kan hér ges av det klassiska uttrycket da

_ 2
vi inte har relativistiska hastigheter: £ = % = C{Zi

4. Wiens forskjutninglag dr sambandet mellan frekvensen vid emissionsmaximum
Vmax Och temperaturen T for en stralande svartkropp.
a) Hirled Wiens forskjutninglag, sa langt som det ar analytiskt mojligt, fran Plancks
stralningslag. Uppskatta sedan numeriskt eller grafiskt proportionalitetskonstan-
ten som anger relationen mellan frekvens for emissionsmaximum och temperatu-
ren. [4p]
b) Givet att solens spektrum har sitt emissionsmaximum vid vagldngden 500 nm,
bestdm solens yttemperatur. [1 p]
Losning:
a) Vi soker en funktion som beskriver relationen mellan en svartkropps tempera-
tur och den maximala frekvensen den sénder ut. Detta kan vi ta fram genom att
derivera Plancks stralningslag med avseende pa frekvensen v och sitta derivatan

till noll:
d d [ 2h3 1
0 = dV(I(V7T))_dV<2hu>

¢ eFeT —1

= 2hv? 1 3 (ek?éin — ]_) — hv ek};ﬁVT
= 2 (ek,;T 2 kgT

_ 1)
hl/

Har kan vi definiera en ny variabel © = ;% och vi soker sedan nollstéllen till
ekvationen 3 (e — 1) = ze®. Numerisk eller graﬁsk 16sning ger x ~ 2.8214. Detta
ger oss en relation mellan frekvens och temperatur som ar: v, 4, = 2.84214 k‘zT
5.8 - 10197, dar enheten for konstanten ar Hz/K.

b) Givet en frekvens kan vi ta fram en temperatur, och den givna frekvensen var héar
angiven som den motsvarande vaglingden A = 500 nm. Vi far har T =
= 10000 K.

v —
5.8-1010 —
C
X-5.8-1010
Den uppmirksamma studenten mérker nu att detta verkar hogt skattat och det-
ta beror pa en miss i tentamenskonstruktionen. Vi valde tyvérr (av gammal vana)
vaglingdsmaximum som man far om man goér samma hérledning av Wiens for-
skjutningslag i termer av vaglingd. De tva fordelningarna representerar dock tva
olika saker: det 4r antingen effekttithet i vaglangd eller effekttithet i frekvens, och
eftersom dessa &r reciproka far de olika maxima. I tentamenlydelsen borde vi valt

den vaglangd som ger frekvensmaximum f6r 6000 K, vilket &r 820 nm.



5. Problem:

Avstandet mellan tva nukleoner i en atomkirna ar ungefir 1.4 - 10715 m. Den ja-
panske forskaren Hideki Yukawa férutsade redan 1935 att det existerar en virtuell
partikel, en meson, som formedlar den starka kraft som binder samman protonerna
och neutronerna i atomérnan. Denna utbytespartikel skapas bara tillfalligt i partik-
larnas vixelverkan. Vi antar att mesonen ror sig med ljushastigheten, ¢, mellan de
tva nukleonerna och att den precis dverlever tiden motsvarande strickan mellan
nukleonerna. Heisenbergs osikerhetsrelation tillater mesonen att existera under
denna tid. Berikna mesonens vilomassa. [5 p]

Losning:

Vi kan bérja med att konstatera att tiden, ¢, som mesonen behover 6verleva ar
av storleksordningen ¢ = r/c, dir r ir avstidndet mellan tvd nukleoner och ¢ ér
ljushastigheten. Vi kan nu anvénda oss Heisenbergs for att séitta en approximativ
grans for samtidig bestamning av energi och tid: AEAt ~ h och ersitta At med
t ovan sd att t = r/c = h/AE. Detta ger direkt: AE = hc/r. Denna osikerhet i

energi AE, motsvarar vilomassan hos partikeln som bildas. Vi har alltsa: mc? =
hic/r = % eV = ... = 1.41 - 10% eV = 141 MeV. Vilomassan for

mesonen uppskattas alltsd med denna enkla metod till m, = 141 MeV /c?, vilket
staimmer bra med experimentellt uppmaétta virden. Om man anvander sambandet
AEAt ~ h/2 istéllet sa blir resultatet forstas korrigerat med en faktor 2.

6. Problem:
a) Kraftkonstanten, k, f6r bindningen i CO-molekylen ar 187 N/m. Bestam energin
(i enheten eV) mellan grundtillstandet och det forsta exciterade vibrationstillstan-
det. [3 p]

b) Ar ljuset fran 6vergangen fran den forsta exciterade vibrationsnivéan till grund-
tillstandet synligt, ultravioltett, eller infrarott. Motivera svaret. [2 p]

Losning:
Vi kan skriva upp uttrycket for vibrationsenergier i molekyler:

1
Ep = (V + 2) hvg; V=0,1,2,3,...
1

_ mims
2

k/u; P = mitms-

Yo

Vi ser att skillnaden mellan grundtillstindet och nésta energiniva,

AFE, = Ey—1 — Ey_y, ar lika med hrg. Med kidnda massor pa kol och syre sa
beréknar vi den reducerade massan till: 4 = 1122_;_1166 [u]=6.857 [u]. Insatta varden pa
k, etc, ger nu:

AEy, = hyy =

2 6.857 - 1.660566 - 1027 [kg]
1.35-1072° [J] = 8.4- 1072 [eV].

6.62618 - 10734[J - §] \/ 187[N /]

Vi kan notera att denna energi ir avsevirt mindre 4n tex energierna for viteato-
mens (synliga) Balmerserie, dar energiskillanderna ligger i storleksordningen nagra
fa eV, pga viteatomens jonsiationsenergi pa 13.6 eV. Eftersom dessa vibrationsover-
gangar motsvarar avsevart mindre energiskillnader &dn det synliga Balmerljuset sa
betyder det att viglinderna ar avsevirt lingre pga sambandet AE = he/)\. Ljus



med langre vaglangd &n synligt ljus kallas infrarott.

7. Problem:
Den brittiske astonomen Fred Hoyle foreslog 1953 att ett viktigt steg i den s.k.
nukleosyntesen i stjarnor skulle kunna besta i att tre alfapartiklar slds samman till
en 12C-atomkirna. Denna kiarna kommer att bildas i ett exciterat tillstand, vid en
viss energi, I/, 6ver kdrnans grundtillstand. Hoyle foérutsag vardet pa denna energi
och hans 6verraskande idé visade sig senare stimma vil med experimentella data.

Antag att alfapartiklarna befinner sig i vila fére reaktionen (detta ar forstas inte
sant i en stjdrna, utan en forenkling i detta tal). Med hjilp av tabellvirden pa expe-
rimentella massor, berikna excitationsenergin, F, i 12C-atomkirnan. [5 p]

Losning:

Den atoméra massan for C-12 ar exakt 12.0 u. For atomen helium-4 sa d4r massan
4.002603 u. I reaktionen 3 -4 He —12 C, s& har vi 6 elektroner pa vardera sidan, sa
(Q-vardet blir korrekt om vi anvinder atoméra massor:

Q = [3-m(*He) — m(**C)] ¢® = (3 4.002603 — 12) * 931.502 [MeV] = 7.27[MeV].

Vi ser att (Q-vérdet blir 7.27 MeV. Eftersom inga andra partiklar an C-karnan kan
dela pa denna energi, och eftersom rérelsemangden bevaras (C-12-kédrnan star stil-
la) sa blir detta vardet pa den exciterade nivan i C-12-kdrnan. Detta ar forvisso
en forenkling, eftersom alfapartiklarna behéver kinetisk energi for att 6vervinna
Columbbarridren, men vi fordjupar oss inte i det hér.

8. Problem:
I ett acceleratorlaboratorium sé har forskarna lyckats ta bort alla elektroner, utom
en, fran en blyatom. Denna blyjon har laddningen +81 e (dér e ar elektronladd-
ningen) och befinner sig i sitt grundtillstind. Man bestralar sedan blyjonen med
gammastralning. En gammafoton, £, = 662 keV, fran en 137 Cg-kalla, vixlelver-
kar medelst fotoelektrisk effekt med elektronen. Berdkna elektronens energi efter
att den ldmnat blyjonen. [5 p]

Losning:

Fran uppgiften sa inser vi (om vi inte redan visste det) att en neutral blyatom har
atomnumret Z = 82. Om alla elektroner utom en &r borttagna sa kan vi betrakta
systemet som en vdtelik atom. Da far vi (bidnings-)energin, F,, f6r grundtillstandet
(n=1):

—7Z2%.13.6 [eV —822.13.6 [eV
Ebindning = En = n2 [e ] = 12 [e ] =914 [keV]




Det kravs alltsa 91.4 keV for att frigora elektronen fran sin blykarna. Vid fotoe-
lektrisk effekt sa blir den resterande energin till rorelseenergi, F,, for elektronen,
dvs:

Ee = .E,y — Ebindning =662 —91.4 =570.6 [keV]

Vi ser att elektronens kinetiska energi blir 571 keV.



